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СТОХАСТИЧНА МОДЕЛЬ ОПТИМАЛЬНОГО
РОЗПОДІЛУ ІНВЕСТИЦІЙ У БАГАТОСЕКТОРНІЙ
ЕКОНОМІЦІ

STOCHASTIC MODEL OF OPTIMAL INVESTMENT
DISTRIBUTION IN A MULTISECTORAL ECONOMY

АНОТАЦІЯ. У статті запропоновано стохастичну модель оптимально-
го розподілу інвестицій у багатосекторній економіці та проведено її до-
слідження з використанням стохастичних достатніх умов оптимально-
сті. Встановлено, що для стохастичної моделі оптимального розподілу
інвестицій у багатосекторній економіці оптимальні керування за інвес-
тиціями та момент перемикання керування є детермінованими величи-
нами та не залежать від коефіцієнтів при приростах вінерівських про-
цесів у рівняннях динамік капіталів, а оптимальні траєкторії за
капіталами — стохастичними (випадковими) функціями. Також наво-
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дяться довірчі інтервали за заданою ймовірністю для оптимальних
траєкторій за капіталами.

КЛЮЧОВІ СЛОВА: інвестиції, багатосекторна економіка, стохастична
модель, оптимальне керування, оптимальна траєкторія за капіталом,
момент перемикання керування.

АННОТАЦИЯ. В статье предложено стохастическую модель оптима-
льного распределения инвестиций в многосекторной экономике и про-
ведено ее исследование с использованием стохастических достаточ-
ных условий оптимальности. Установлено, что для стохастической
модели оптимального распределения инвестиций в многосекторной
экономике оптимальные управления по инвестициям и момент пере-
ключения управления являются детерминированными величинами, а не
зависят от коэффициентов при приростах винеровских процессов в
уравнениях динамик капиталов, а оптимальные траектории за капита-
лами — стохастическими (случайными) функциями. Также приводятся
доверительные интервалы с заданной вероятностью для оптимальных
траекторий за капиталами.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: инвестиции, многосекторные экономика, стохас-
тическая модель, оптимальное управление, оптимальная траектория
по капиталу, момент переключения управления.

SUMMARY. The stochastic model of the optimal distribution of investments in a
multi-sector economy is proposed in the paper. The model was investigated using
stochastic sufficient conditions for optimality. It is established that optimal
investment management and the shift point of control are deterministic values for
the stochastic model of the optimal investments allocation in a multi-sectoral
economy. They do not depend on the Wiener processes growth coefficients in the
capital dynamics equations. It is shown the optimal capital trajectories are stochastic
(random) functions. Confidence intervals are given for optimal capital trajectories.

KEYWORDS: investment, multi-sectoral economy, stochastic model, optimal
control, optimal capital trajectory, control shift point.

Вступ. Неврахування деяких економічних показників у мате-
матичних моделях, невизначеність у економічних ситуаціях: па-
раметрах, коефіцієнтах, початкових умовах та інші причини при-
водять до стохастичного моделювання.

Аналіз літературних джерел. На сьогодення стохастичне мо-
делювання розвивається в двох напрямках.
Перший напрямок формують дослідження стохастичних ди-

намічних систем, у яких проводиться зведення апріорної неви-
значеності до параметричної, коли ймовірнісні закони розподілу
для досліджуваних ситуацій, величин і спостережуваних проце-
сів відомі з точністю до скінченного числа параметрів, тобто ко-
ли відомі випадкові розподіли реалізації невідомих параметрів і
початкових умов.

Дослідження стохастичних динамічних систем при неточній
вхідній інформації про початкові умови і параметри проводились
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у роботах [1–3] та інших. У них одержані стохастичні необхідні
умови оптимальності та формули для градієнтів функціоналів у
просторах оптимізованих параметрів, які дозволяють для
розв’язання динамічних задач оптимізації використовувати чис-
лові методи скінченної оптимізації.

До другого напрямку відносяться дослідження динамічних си-
стем, у детерміновані математичні моделі вводяться випадкові
процеси: вінерівські, пуассонівські та інші. При цьому дослі-
дження оптимізаційних стохастичних динамічних систем прово-
диться з використанням достатніх умов оптимальності без обме-
жень на стани системи [4–6]. Крім того, у роботі [6] проведено
економічне обґрунтування використання вінерівських і пуассо-
нівських процесів при стохастичному моделюванні оптимальних
динамічних систем.

Постановка завдання. Запропонувати стохастичну модель
оптимального розподілу інвестицій у багатосекторній економіці
та провести її дослідження з використанням стохастичних доста-
тніх умов оптимальності.

Виклад основного матеріалу. Спершу формалізуємо детер-
міновану модель оптимального розподілу інвестицій у багатосек-
торній економіці, а потім формалізуємо стохастичну модель.

Детермінована модель
Нехай t  — неперервна змінна часу ( [ ]0 ,t t T∈ , 0T t> ), n  — кі-

лькість секторів, ( )I t  — загальні інвестиції в економіку, ( )iI t  —
чисті інвестиції, вкладені в розвиток i -го сектора, ( )iK t  — капі-
тал (основні фонди) i -го сектора, ( )0;1iµ ∈  — норма амортизації
капіталу в i -му секторі, ( )iK t&  — прибуток або приріст капіталу
i -го сектора ( ( ) ( )i iK t dK t dt≡&  — похідна за часом t ),

( ) ( )i i iA t K t= µ  — амортизаційні відрахування в i -му секторі.
Припустивши, що інвестиції (валові) складаються з чистих ін-

вестицій ( )iI t  та амортизаційних відрахувань ( )iA t  для i -го сек-
тор. одержимо рівняння динаміки i -го капіталу

( ) ( ) ( )i i i iK t I t K t= −µ& , 1,...,i n= , [ ]0 ,t t T∈ (1)

Будемо вважати, що початкова величина капіталу i -го сектора
(початковий стан) заданий, тобто

(0)
0( )i iK t K= , 1,...,i n= . (2)
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На кінцевий стан капіталу (при t T= ) i -го сектора наклада-
ється обмеження

( )( ) T
i iK T K≥ , 1,...,i n= . (3)

Можливості інвестування секторів економіки обмежені наяв-
ним загальним обсягом інвестицій:

1
( )

n

i
i

I t I
=

≤∑ , ( ) 0iI t ≥ , [ ]0 ,t t T∈ . (4)

Задача інвестора в розвитку економіки полягає в прагненні
мінімізувати сумарні інвестиції, вкладені в багатосекторну еко-
номіку та максимізувати обсяг капіталів ( )iK t , 1,...,i n=  у термі-
нальний (кінцевий) момент часу T , тобто мета інвестора зво-
диться до задачі оптимізації

0
0, 1,...,1 1

( ) ( ) max
i

T n n

i i i i I i ni it

I t dt K T
≥ == =

− α + β →∑ ∑∫ (5)

на допустимій множині обмежень (1)–(4), де iα , iβ  — деякі ваго-
ві коефіцієнти, що характеризують пріоритетність відповідних
складових функціонала (5).

Співвідношення (1)–(5) описують детерміновану динамічну
модель оптимального розподілу у багатосекторній економіці [7,
с. 13–15].

Перейдемо до формалізації стохастичної динамічної моделі
оптимального розподілу інвестицій у багатосекторній економіці.

Стохастична модель
У роботі [6] проведено економічне обґрунтування правомір-

ності при стохастичному моделюванні включення, як складової, в
детерміновану динамічну модель лінійної комбінації приростів
вінерівського та пуассонівського процесів [8, с. 7-8]. Використа-
ємо це для формалізації стохастичної моделі оптимального роз-
поділу інвестицій у багатосекторній економіці.

Нехай { }, ,Ω Ρ fF  — ймовірністний простір з σ -алгеброю

[ ]{ }0, ,t t t T= ∈ ⊂σF F , з множиною елементарних подій Ωf  та
мірою (ймовірністю) Ρf , f nf  — n -вимірний простір дійсних чи-
сел; 1 1( ) ( ( ) ( , ),..., ( ) ( , )) n

n nt t t t tξ ≡ ξ ≡ ξ ω ξ ≡ ξ ω ∈  — tF -вимірний
вектор стандартних вінерівських процесів із нульовими матема-
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тичними сподіваннями ( ( )) 0iM tξ = , 1,i n=  та одиничними дис-
персіями 2 ( ( )) 1i tσ ξ = , 1,i n= , ω∈Ω ;

1 1( ) ( ( ) ( , ),..., ( ) ( , )) n
n nt t t t tη ≡ η ≡ η ω η ≡ η ω ∈  — tF -вимірний ве-

ктор пуассонівських процесів із математичними сподіваннями
0( ( )) ( )i iM t t tη = λ − , 1,i n= , ω∈Ω ; причому вектори випадкових

процесів ( )tξ  і ( )tη  є незалежними.
На ймовірністному просторі { }, ,Ω Ρ fF  заданий вектор проце-

сів капіталів ( 1 1( ) ( , ),..., ( ) ( , )n nK t K t K t K t≡ ω ≡ ω ), [ ]0 ,t t T∈ ,
ω∈Ω , який

− описується рівняннями динаміки в формі Іто [8, с. 163-164;
9, с. 258-259]

(1) (2)( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i iK t K t I t W t W t= −µ + + ξ + η&& & , [ ]0 ,t t T∈ , 1,i n= , (6)

− задовольняє початкові умови
(0)

0( )i iK t K= , 
0

(0)
i tK ∈F , 1,i n= , (7)

− задовольняє обмеження на кінцеві стани ( t T= )
( )( ) T
iK T K≥ , 1,i n= . (8)

Накладається обмеження на сумарні інвестиції

1

( )
n

i
i

I t I
=

≤∑ , ( ) 0iI t ≥ , [ ]0 ,t t T∈ . (9)

Задача полягає в тому, щоб мінімізувати середні сумарні інве-
стиції та максимізувати середній обсяг капіталів у термінальний
(кінцевий) момент часу T

0
0, 1,...,1 1

( ) ( ) max
i

T n n

i i i i I i ni it

M I t dt K T
≥ == =

⎧ ⎫⎪ ⎪− α + β →⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑∫ (10)

на допустимій множині обмежень (6)–(9).
У математичному плані стохастична динамічна модель (6)–

(10) є задачею стохастичного оптимального керування, в якій iI ,
1,i n=  — параметри керування, а iK , 1,i n=  — фазові траєкто-

рії, що в будь-який момент часу [ ]0 ,t t T∈  визначають стан еко-
номічної системи. Отже, задача (6)–(10) полягає в знаходженні
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таких оптимальних інвестицій ( ) ( )ОП
iI t , 1,i n=  та відповідних їм

оптимальних траєкторій капіталів ( ) ( )ОП
iK t , 1,i n= , які б на допу-

стимій множині (6)–(9) максимізували функціонал корисності
(10).

Проведемо дослідження стохастичної моделі (6)–(10) із допо-
могою стохастичних достатніх умов оптимальності [4, с.117-119]
в три етапи:

1) визначення магістрального процесу;
2) знаходження правого процесу та моменту перемикання ке-

рування;
3) побудова оптимального процесу.

1. Магістральний процес

Магістральний процес включає в себе визначення магістраль-
них керувань за інвестиціями ( ) ( )маг

iI t , 1,i n=  та відповідних ма-
гістральних траєкторій (магістралей) за капіталами ( ) ( )маг

iK t ,
[ ]0 ,t t T∈ , 1,i n= .
Магістральні керування. За стохастичними достатніми умова-

ми оптимальності [4, с. 117–119] для задачі (6)–(7), (9)–(10) без
обмежень на кінцеві стани (8) запишемо рівняння Беллмана з
крайовою умовою

[ ]

0, 0, 11, 1,

(1) 2 2 2

1 1

(2)
1 1 0

1

inf ( , , , ) inf ( ( ) ( ))

( ) 0.5 ( )

( , ,..., ,..., ) ( , ,..., ,..., ) 0, ,

i i

n

i i i iI I ii n i n

n n

i i i i
i i

n

i i i n i n
i

R t K I V V t V K K t I t

I t W V K

V t K K W K V t K K K t t T

≥ ≥ == =

= =

=

⎧≡ ∂ ∂ + ∂ ∂ −µ + +⎨
⎩

+ α + ∂ ∂ +

⎫⎡ ⎤+ λ + − = ∈⎬⎣ ⎦⎭

∑

∑ ∑

∑
( )( , ) 0TV T K = , ( ) ( ) ( )

1( ,..., )T T T
nK K K=

1

( )
n

i
i

I t I
=

≤∑ , [ ]0 ,t t T∈ ,

(11)

де шукана функція ( , )V t K  — неперервно-диференційована один
раз по t  та двічі по iK , 1,i n=  на декартовому добутку

[ ] { }0
1

, 0
n

i
i

t T K
=

× ≥U .
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Слід зауважити, що в функції R  на рівні оптимізації змінні t ,
K  та I  є функціонально незалежними.

За допомогою метода Лагранжа задачу умовної оптимізації
(11) зведемо до задачі безумовної оптимізації. Для цього сформу-

ємо функцію 
1

( , , , , ) ( , , , ) ( )
n

i
i

R t K I x V R t K I V x I I t
=

⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑%  із

множником Лагранжа x  і задача умовної оптимізації набуває ви-
гляду

, 0,
1,

inf ( , , , , )
ix I

i n

R t K I x V
≥

=

% , [ ]0 ,t t T∈ , ( )( , ) 0TV T K = . (12)

Запишемо необхідну умову оптимальності 0R x∂ ∂ =% , із якої
отримаємо рівняння

1
( )

n

i
i

I t I
=

=∑ , [ ]0 ,t t T∈ . (13)

У функції R  коефіцієнти при керуванні за інвестиціями iI
прирівняємо до нуля і тим самим надамо змінним iI , 1,i n=  до-
вільності — приймати довільні значення. Отримаємо

0i iV K x∂ ∂ + α − = , 1,i n= ,

звідки

( )

1 1
( ) ( )

n n
T

i i i i
i i

V x K x K
= =

= − α − + α −∑ ∑ . (14)

Підставимо (14) в задачу (11). Одержимо рівняння

(2)

1 1
( ) ( ) 0

n n

i i i i i
i i

x K W x xI
= =

α − − λ α − + =∑ ∑ . (15)

У зв’язку з тим, що на рівні оптимізації змінні iK  є функціо-
нально незалежними, то рівняння (15) розпадається на систему з
n  рівнянь вигляду

(2) 1( ) ( )i i i i i ix K W x n xI−α − µ = λ α − + , 1,i n= , [ ]0 ,t t T∈ . (16)

Звідки, отримаємо оптимізаційні величини за капіталами
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1 1 (2) 1( ) ( )i i i i iK t x W n xI− − −⎡ ⎤= µ α − λ +⎣ ⎦
% , 1,i n= , [ ]0 ,t t T∈ . (17)

Тут використали рівноймовірністний розподіл сумарних інве-
стицій xI  по секторам 1n xI− .

За оптимізаційними величинами iK% , 1,i n=  (17) керування за
інвестиціями iI , 1,i n=  визначаються із середніх рівнянь динамік
(1). Для цього використаємо властивості вінерівських і пуассо-
нівських процесів

( ( )) ( ( )) 0i iM t M tξ = ξ =& ,

0( ( )) ( ( )) ( ( ))i i i iM t M t t tη = η = λ − = λ & , 1,i n= . (18)

При застосуванні математичного сподівання M  до лівої та
правої частин рівняння динамік (1) із використанням властивос-
тей (18) отримаємо

(2)( ) ( ) ( )i i i i i iK t K t I t W= −µ + + λ& , 1,i n= , [ ]0 ,t t T∈ . (19)

Із використанням (17) із (19) маємо керування за інвестиціями
(2) 1 (2) 1( ) ( ) ( )i i i i i iI t W x W n xI− −= −λ + α − λ + , 1,i n= , [ ]0 ,t t T∈ . (20)

Підставимо (20) в (13). Одержимо рівняння для визначення
множника Лагранжа x

(2) 1 (2) 1( ) ( )i i i i iW x W n xI I− −⎡ ⎤−λ + α − λ + =⎣ ⎦ , (21)

та яке можна розв’язати одним із числових методів [9, с. 29–40;
10, с.15-74]. Після визначення множника Лагранжа x  із (20)
отримаємо керування за інвестиціями ( )iI t% , 1,i n= , [ ]0 ,t t T∈ .

Для керувань за інвестиціями ( ) 0iI t ≤% , 01,i i= , [ ]0 ,t t T∈  магі-
стральними керуваннями за інвестиціями є ( ) ( ) 0маг

iI t = , 01,i i= ,
[ ]0 ,t t T∈ , для керувань ( ) 0iI t >% , 0 1,i i n= +  магістральними ке-

руваннями — ( )

1
( ) ( ) ( )

n
маг

i i i
i

I t I t I t
=

= ∑% % , 0 1,i i n= + , [ ]0 ,t t T∈ . Се-

ктори, у яких магістральні керування за інвестиціями ( ) ( ) 0маг
iI t = ,

01,i i= , [ ]0 ,t t T∈ , назвемо нерозвиваючими, а сектори з магіст-
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ральними керуваннями ( ) ( ) 0маг
iI t > , 0 1,i i n= + , [ ]0 ,t t T∈  — роз-

виваючими.
Таким чином, отримали магістральні керування ( ) ( )маг

iI t ,
1,i n= , [ ]0 ,t t T∈ , які є детермінованими неперервними функція-

ми на [ ]0 ,t T  та не залежать від коефіцієнтів (1)
iW , 1,i n=  при

приростах вінерівських процесів ( )i tξ& , 1,i n=  у диференціальних
моделях (6).

Відповідні неперервно-диференційовані на [ ]0 ,t T  стохастичні
магістралі за капіталами ( ) ( )маг

iK t , [ ]0 ,t t T∈ , 1,i n=  визначається
одним із числових методів [11, с. 278–295; 12] із стохастичної
початкової задачі (задачі Коші) (1)–(2), а відповідні середні магі-
стралі  за капіталами ( , ) ( )маг c

iK t , [ ]0 ,t t T∈ , 1,i n=  із середньої
початкової задачі, яка включає середню динаміку за капіталами
(19) при ( )( ) ( )маг

i iI t I t= , [ ]0 ,t t T∈ , 1,i n=  та початкову умову
(0)

0( ) ( )i iK t M K= , 1,i n=  та мають вигляд

0 0( ) ( )( , ) (0) 1 ( ) (2)( ) ( ) (1 )i it t t tмаг c маг
i i i i iK t M K e I W e−µ − −µ −− ⎡ ⎤= + µ + λ −⎣ ⎦ ,

[ ]0 ,t t T∈ , 1,i n= .
(22)

Причому, ( , ) ( )( ) ( ( ))маг c маг
i iK t M K t≡ , [ ]0 ,t t T∈ .

Таким чином, отримали стохастичний і середній магістраль-
ний процес [ ]{ }( ) ( ,

0( ), ( ), , , 1,маг маг
маг i iI t K t t t T i nΠ = ∈ = .

Але магістральний процес магΠ  отриманий при неврахуванні
обмежень на кінцеві стани капіталів (8). Перевіримо виконання
цих обмежень для середніх кінцевих станів магістралей за капі-
талами

Якщо виконуються нерівності для середніх кінцевих станів
магістралей за капіталами ( )( ( )маг

iM K T , 1,i n=

( , ) ( ) ( )( ) ( ( ))маг c маг T
i i iK T M K T K≡ ≥ , 1,i n= ,

то стохастичний і середній магістральний процес магΠ  є сто-
хастичним і середнім оптимальним процесом

[ ]{ }( ) ( )
0( ), ( ), , , 1,ОП ОП

ОП i iI t K t t t T i nΠ = ∈ = .
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При виконанні хоча б однієї нерівності ( 0i  — конкретний (фі-
ксований) номер сектора)

0 0

( ) ( )( ( ))маг T
i iM K T K< (23)

необхідно проводити побудову правого процесу ПРΠ .

2. Правий процес
Правий процес включає в себе визначення правих керувань за

інвестиціями ( ) ( )ПР
iI t , відповідних правих траєкторій за капіта-

лами ( ) ( )ПР
iK t , [ ],t T∈ ζ , 1,i n=  та момента перемикання керу-

вання ζ .
Праві керування. Нехай для середніх кінцевих станів магістра-

лей за капіталом ( )( ( ))маг
iM K T , 1,i n=  виконуються нерівності

( ) ( )( ( ))маг T
i iM K T K< , 1,i n= , (24)

а для інших випадків виконання нерівностей (24) дослідження
проводяться аналогічно.

При виконанні нерівностей (24) середні праві траєкторії ( )iK t ,
1,i n=  повинні монотонно зростати ( ( ) 0iK t >& ), тобто виконува-

тись нерівності
(2)( ) ( ) ( ) 0i i i i i iK t K t I t W= −µ + + λ >& , 1,i n= . (25)

Із нерівностей (25), обмежень на керування за інвестиціями (9)
та обмежень на стани середніх правих траєкторій за капіталами

( ) ( ) ( )( ( ))маг t T
i i iM K t K K≤ ≤ , [ ]0 ,t t T∈ , 1,i n= (26)

сформулюємо задачу лінійного програмування для визначення
правих керувань за капіталами ( ) ( )ПР

iK t , [ ]0 ,t t T∈ , 1,i n= :

max( ( ))x t− ,
(2)

0( ) ( )i i i i iK t I t W−µ + + λ ≥ ε ,
( ) ( ) ( )( ( ))маг t T
i i iM K t K K≤ ≤ , ( ) 0iI t ≥ , 1,i n= , (27)

( ) 0x t ≥ , 
1

( )
n

i
i

I t I
=

≤∑ , [ ]0 ,t t T∈ ,

де 0 0ε >  — досить мале задане число.
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Задачу лінійного програмування з параметром [ ]0 ,t t T∈  (27)
можна розв’язати одним із числових методів [13, 14, 15].

Якщо розв’язку задачі лінійного програмування (27) не існує,
то це означає, що кінцеві стани капіталів ( )T

iK , 1,i n=  є недосяж-
ними та необхідно послабити умови на вхідну інформацію стоха-
стичної моделі (6)–(10).

Нехай розв’язок задачі лінійного програмування (27) існує
( ( ) ( )

1 ( ),..., ( )ПР ПР
nI t I t ), [ ]0 ,t t T∈ . Тоді компоненти цього розв’язку

будуть слугувати правими керуваннями за інвестиціями ( ) ( )ПР
iI t ,

[ ]0 ,t t T∈ , 1,i n= . Слід зауважити, що праві керування за інвес-
тиціями ( ) ( )ПР

iI t , [ ]0 ,t t T∈ , 1,i n=  є детермінованими непе-
рервними функціями на [ ]0 ,t T  та не залежать від коефіцієнтів

(1)
iW , 1,i n=  при приростах вінерівських процесів (t)iξ& , 1,i n=  у

диференційних моделях (6).
Момент перемикання керування ζ  визначається із задачі сто-

хастичної оптимальної швидкодії. Формалізуємо цю задачу.
Нехай I (K)τ , 1( ,..., )nI I I= , 1( ,..., )nK K K=  — перший мо-

мент досягнення ε -околу магістралей за капіталами

( )( ) ( ) ( )( ){ (маг) (маг) (маг)
i i i iD K M K t K t M K tε = ∈ − ε ≤ ≤ +

[ ] }0 1(T)
iK , t t ,T , i , n+ ε < ∈ =

при формальному русі стохастичної динамічної системи (6) у
зворотному напрямку осі t  із кінцевих станів за капіталами

(T)
i iK (T) K= , 1,i n= .
Задача полягає в тому, щоб мінімізувати перший момент по-

падання в ε -окіл Dε  магістралей за капіталами

I* II
(K) min (K)τ = τ (28)

при обмеженнях на керування за інвестиціями ( )0 ( ) ( )ПР
i iI t I t≤ ≤ ,

[ ],t T∈ ζ  та на ( )iK Dεζ ∈ , 1,i n= .
Для задачі стохастичної оптимальної швидкодії за стохастич-

ними достатніми умовами [4, с. 162–163] запишемо рівняння
Беллмана з крайовою умовою



39

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) } [ ]

( )( ) ( ) ( )

0 0 1
1 1

21 2 2 2
1

1 1

1

1

0 5

1 0

0

(ПР) (ПР)
i i i i

n

i i i i
I I , I I , i
i ,n i ,n

n n
( ) ( )

i i i i i n
i i

i n

inf R t, K , I ,V inf V t V K K t I t

, W V K V t, K ,..., K W ,...,K

V t, K ,..., K ,...,K ,t ,T ,

V t, K , K K ,...,K

≥ ≥ ≤ ≤ =
= =

= =

⎧≡ ∂ ∂ + ∂ ∂ −µ + +⎡ ⎤⎨ ⎣ ⎦
⎩

⎡+ ∂ ∂ + λ + −⎣

⎤− − = ∈ ζ⎦

ζ = ζ = ζ

∑

∑ ∑

% % % %

% %

%

( )( ) ( )0n , t ,T ,ζ ζ∈

 (29)

де шукана неперервно-диференційована функція один раз по t  та

двічі по K  на декартовому добутку [ ] { }0
1

0
n

i
i

t ,T K
=

× ≥U , ζ  —

шуканий момент перемикання керування.
Щоб розв’язком задачі оптимізації (29) були значення
( ) ( ) ( )ПР*

i iI t I t= , 1,i n= , [ ]t ,T∈ ζ  досить виконання нерівностей

0iR I∂ ∂ <%  ( )0iV K∂ ∂ <% , 1,i n= , тобто щоб функція R%  була моно-
тонно спадною по керуванні iI , 1,i n=  та найменшого значення
на проміжку 0 (ПР)

i, I⎡ ⎤⎣ ⎦  по iI , 1,i n=  отримувала при ( )( ) ( )ПР
i iI t I t= ,

[ ],t T∈ ζ , 1,i n= .
Тому невідому функцію будемо шукати у вигляді

( ) ( )
1 1

n n

i i
i i

V t , K l K l K
= =

= − ζ∑ ∑% , 0l <  ( )0iKV∂ ∂ <% .  (30)

Підставимо (30) у рівняння Беллмана (29). Отримаємо

( ) ( ) 2

1
1 0

n
( )

i i i i i
i

l K t I t W
=

⎡ ⎤−µ + + λ − =⎣ ⎦∑ , [ ],t T∈ ζ . (31)

При ( ) ( )( )(маг)
i iK t M K t= , ( )( ) ( )ПР

i iI t I t=  та t = ζ  із рівняння (31)
одержимо рівняння

( ) ( ) 2

1
1 0

n
(маг) (ПР) ( )

i i i i i
i

l K I W
=

⎡ ⎤−µ ζ + ζ + λ − =⎣ ⎦∑ , ( )0t ,Tζ∈  (32)

для визначення момента перемикання керування ζ  та який мож-
на обчислити одним із числових методів [9, с. 29–40; 10, с. 15–
75]. Вибором числа l  можна домогтися того, щоб ( )0t ,Tζ∈ .
Слід зауважити, що момент перемикання керування ζ  є
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зауважити, що момент перемикання керування ζ  є детермінова-
ною величиною та не залежить від коефіцієнтів 1( )

iW , 1,i n=  при
приростах вінерівських процесів ( )i tξ& , 1,i n=  у диференціальних
моделях (6).
Праві траєкторії. За знайденими правими керуваннями за ін-

вестиціями ( ) ( )ПР
iI t , [ ],t T∈ ζ  та моментом перемикання керу-

вання ζ  можна знайти неперевно-диференційовані стохастичні
праві траєкторії за капіталами ( ) ( )ПР

iK t , 1,i n=  одним із числових
методів [11, с. 278–295; 12] із стохастичних рівнянь динамік (1)
при ( )( ) ( )ПР

i iI t I t= , [ ],t T∈ ζ  та стохастичних початкових умовах

( ) ( )(маг)
i iK Kζ = ζ , 1,i n= . А середні праві траєкторії за капіталами

( ) ( )( )(ПР,с) (ПР)
i iK t M K t= , [ ],t T∈ ζ  визначаються із середніх рівнянь

динамік (19) при ( )( ) ( )ПР
i iI t I t= , [ ],t T∈ ζ  та середніх початкових

умовах ( ) ( ) ( )( )(маг, c) (маг)
i i iK K M Kζ = ζ ≡ ζ , 1,i n=  та набувають виг-

ляду:

( ) ( ) ( ) ( )( )0 01 2 1i it t t t(ПР,с) (маг,с) (ПР) ( )
i i i i i iK t K e I W e−µ − −µ −− ⎡ ⎤= ζ +µ + λ −⎣ ⎦ , [ ],t T∈ ζ .

Таким чином, одержали стохастичний і середній правий процес

[ ]{ }( ) ( )( ), ( ), , , 1,ПР ПР
ПР i iП I t K t t T i n= ∈ ζ = .

3. Оптимальний процес
Згідно з результатами [4, с. 217–219; 16, с. 106–137] склейка в

момент перемикання керування ζ  стохастичного та середнього
магістрального процеса магП  і стохастичного та середнього пра-
вого процеса ПРП  дає стохастичний і середній оптимальний про-
цес [ ]{ }1(ОП) (ОП )

ОП i iП I ( t ), K ( t ), t ,T , i , n= ∈ ζ = :

( ) ( )
( ) ( ) [ )
( ) ( ) [ ]

0
маг

iОП
i ПР

i

I t , t t , ,
I t

I t , t ,T ,

⎧ ∈ ζ⎪= ⎨
∈ ζ⎪⎩

 ( ) ( )
( ) ( ) [ )
( ) ( ) [ ]

0
маг

iОП
i ПР

i

K t , t t , ,
K t

K t , t ,T ,

⎧ ∈ ζ⎪= ⎨
∈ ζ⎪⎩

[ ]0t t ,T∈ ,

1,i n= .

Причому, оптимальні керування за інвестиціями ( ) ( )ОП
iI t ,

1,i n=  є детермінованими кусково-неперевними функціями на
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[ ]0t ,T  і момент перемикання керування ζ  є детермінованою ве-
личиною та не залежить від коефіцієнтів ( )1

iW , 1,i n=  при прирос-
тах вінерівських процесів ( )1

iW , 1,i n=  у стохастичних рівняннях
динамік капіталів (6), а оптимальні траєкторії за капіталами

( ) ( )ОП
iK t , 1,i n=  — неперервними та кусково-диференційованими

функціями на [ ]0t ,T .
Отже, отримали оптимальний процес для стохастичної моделі

оптимального розподілу інвестицій у багатосекторній економіці.
Опишемо алгоритм розрахунку оптимального процесу.

Алгоритм розрахунку оптимального процесу
1. Провести розрахунок магістральних керувань за інвестиці-

ями ( ) ( )маг
iI t , [ ]0t t ,T∈ , 1,i n=  та відповідних стохастичних і се-

редніх магістралей за капіталами ( ) ( )маг
iK t , [ ]0t t ,T∈ , 1,i n= .

2. Перевірити виконання нерівностей для середніх кінцевих
станів магістралей за капіталами ( , ) ( ) ( )( ) ( ( ))маг c маг T

i i iK T M K T K≡ ≥ ,
1,i n= . Якщо нерівності виконуються, то магістральний процес

магП  є оптимальним процесом ОПП . Вихід із алгоритму.
При невиконанні хоча б однієї з нерівностей здійснюється пе-

рехід на блок 3.
3. Перевірити чи існує розв’язок задачі лінійного програму-

вання (27) по визначенню правих керувань за інвестиціями
( ) ( )ПР
iI t , [ ]0t t ,T∈ , 1,i n= . Якщо — «ні» (не існує), то вихід із ал-
горитму.

При «так» (існує) — перехід на блок 4.
4. Обчислити праві керування за інвестиціями як розв’язок за-

дачі лінійного керування (27).
5. Знайти момент перемикання керування ζ  із нелінійного ал-

гебраїчного рівняння (32).
6. Обчислити стохастичні та праві траєкторії за капіталом

( ) ( )ПР
iK t , [ ]t ,T∈ ζ  і тим самим сформувати стохастичний і серед-

ній правий процес ПРП .
7. Для одержання стохастичного та середнього оптимального

процесу ОПП  здійснити склейку стохастичних і середніх магіст-
рального та правого процесів. Вихід із алгоритму.

При стохастичному моделюванні необхідно знати довірчі
проміжки за заданою ймовірністю середніх значень та дисперсій



42

нормальних генеральних сукупностей оптимальних траєкторій за
капіталами.

Нехай проведено обчислювальний експеримент по визначен-
ню оптимальних траєкторій за капіталами та одержано N  ансам-
блів капіталів ( ) ( )ОП

ijK t , [ ]0t t ,T∈ , 1j , N= , 1,i n= .
Обчислимо вибіркові статистики для оптимальних траєкторій

за капіталами [17, с. 213]:
− вибіркові середні

( ) ( ) ( ) ( )1

1

N
ОП ОП

i ij
j

K t N K t−

=

= ∑ , [ ]0t t ,T∈ , 1,i n= ;

− вибіркові дисперсії

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )212

1

1ОП
i

N
ОП ОП

ij ijK
j

N K t K t−

=

σ = − −∑ , [ ]0t t ,T∈ , 1,i n= .

Слід зауважити, що вибіркові середні ( ) ( )ОП
iK t , [ ]0t t ,T∈ ,

1,i n=  дорівнюють (збігаються) середнім оптимальним траєкто-
ріям за капіталами ( ) ( )ОП , c

iK t , [ ]0t t ,T∈ , 1,i n= .
Довірчими межами за заданою ймовірністю ( )0 1,Θ∈  для дис-

персій оптимальних траєкторій за капіталами є [17, с. 219]

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2
1 2 1 2 1

1 1(ОП)
i ОПK t Q

, N , N

N N t
;

−Θ − Θ −

⎛ ⎞− σ − σ
⎜ ⎟
⎜ ⎟χ χ⎝ ⎠

, [ ]0t t ,T∈ , 1,i n= ,

де ( ) ( )[ ]1N1N 2
21

2
2 −− −ΘΘ χχ  — 2Θ -квантиль розподілу Пірсона

2χ  з ( )1N −  ступенями вільності при заданому рівні ( )0 1,Θ∈  [17,
с. 238–239].

Тоді довірчі проміжки за заданою ймовірністю ( )0 1,Θ∈  для
реальних значень оптимальних траєкторій за капіталами

( ) ( )ОП , p
iK t , 1,i n=  набувають вигляду [17, с. 219]:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 1(ОП) ( ОП )
i iK t K tОП , p ОП , c ОП , c

i i i

t N t N
K t K t ; K t

N N
Θ Θ⎛ ⎞− σ − σ

⎜ ⎟∈ − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

[ ]0t t ,T∈ , 1,i n= ,

де tΘ  — Θ -квантиль розподілу Ст’юдента з ( )1N −  ступенями
вільності при заданому довірчому рівні ( )0 1,Θ∈  [17, с. 238–239].
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Отже, для реальних значень оптимальних траєкторій за капі-
талами визначені довірчі проміжки за заданою ймовірністю.

Зауваження 1. Вище описане має місце, коли загальні інвес-
тиції ( )I t , [ ]0t t ,T∈  є функцією часу t . Тоді в формулах (17)

( )tσ = σ  і ( )I I t=  та відповідно

( )
( )( ) ( )

( )

1 (2) 1(2) 1
1

2( ) i i ii i
i i

i i

n xI xI x x W n xIW n xIK t
x t x

− −−
− + α − + λ +⎡ ⎤λ += µ =⎢ ⎥α − α −⎣ ⎦

&& &&% ,

[ ]0t t ,T∈ . (33)

Із урахуванням (33) керування за інвестиціями (20) набуває
вигляду

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

1(2) (2) 1

1 2(2) (2) 1

1 (2) 1

( )

,

i i i i i i i

i i i i i i

i i i

I t W x t W n x t I t K t

W x t W n x t I t x

n x t I t x t I t x t x t W n x t I t

− −

− −−

− −

⎡ ⎤= −λ + α − λ + + =⎣ ⎦

⎡ ⎤= −λ + α − λ + + α − ×⎣ ⎦

× + α − + λ +

&%

&& &

[ ]0t t ,T∈ , 1,i n= . (34)

А формула (21) має вигляд рівняння

( )( ) ( ) ( ){ ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }}

1 2(2) (2) 1

1

1 (2) 1 ( ),

n

i i i i i i
i

i i i

W x t W n x t I t x

n x t I t x t I t x t x t W n x t I t I t

− −−

=

− −

⎡ ⎤−λ + α − λ + + α − ×⎣ ⎦

× + α − + λ + =

∑
&& &

[ ]0t t ,T∈ ,

із якого після нескладних математичних перетворень отримаємо
диференціальну модель по визначенню множника Лагранжа

( ) ( )( )x t f t , x t=& , [ ]0t t ,T∈ . (35)

Задавшись початковою умовою

( )0 1x t = , (36)

отримаємо початкову задачу (задачу Коші) (35)–(36) по визна-
ченню множника Лагранжа та яку можна розв’язати методом Ру-
нге-Кутта.
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Зауваження 2. При 0iα = , 1,i n=  критерій мети (10) можна
записати так

( )

0

0

0
1 1 1

2
0 , 1,1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) max ,
i

Tn n n

i i i i i i
i i it

T n n

i i i i i i i i I i ni it

M K T M K t dt K t

M K t I t W dt K t

= = =

== =

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎪ ⎪β = β + β =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤β −µ + + λ + β →⎨ ⎬⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑∫

&

тобто

[ ]
0

, 1,1

( ) ( ) max
i

T n

i i i i I i nit

M K t I t dt
==

⎧ ⎫⎪ ⎪β −µ + →⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∫ .

Висновки.
1. Запропонована та проведено дослідження стохастичної мо-

делі оптимального розподілу інвестицій у багатосекторній еко-
номіці.

2. Встановлено, що для стохастичної моделі оптимального
розподілу інвестицій у багатосекторній економіці оптимальні ке-
рування за інвестиціями та момент перемикання керування є де-
термінованими величинами а не залежать від коефіцієнтів при
приростах вінерівських процесів у рівняннях динамік капіталів, а
оптимальні траєкторії за капіталами — стохастичними (випадко-
вими) функціями.

3. Проведено опис оптимального процесу та наведені довірчі
проміжки за заданою ймовірністю для реальних значень оптималь-
них траєкторій за капіталами.
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ФОРМУВАННЯ ФУНКЦІЇ МАРЖИНАЛЬНОГО
ДОХОДУ ПІДПРИЄМСТВА

FORMATION OF THE FUNCTION OF THE COMPANY’S
MARGINAL INCOME

АНОТАЦІЯ. У статті визначено поняття «змінні витрати», охарактеризо-
вано значення змінних витрат у формуванні маржинального доходу підпри-
ємства та запропоновано моделі калькулювання собівартості продукції з
урахуванням змінних витрат. Також математично обґрунтовано залеж-
ність маржинального доходу підприємства від змінних витрат.

КЛЮЧОВІ СЛОВА: витрати, змінні витрати, маржинальний дохід, собі-
вартість, прибутковість підприємства.

АННОТАЦИЯ. В статье определено понятие «переменные затраты»,
приведена характеристика значения переменных затрат на формиро-
вание маржинального дохода предприятия и предложены модели кальку-
лирования себестоимости продукции с учетом переменных затрат. Та-
кже математически обоснована зависимость маржинального дохода
предприятия от переменных затрат.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: затраты, переменные затраты, маржинальный
доход, себестоимость, доходность предприятия.

ANNOTATION. The article defines the concept of «variable costs», describes
the value of variable costs in the formation of marginal income of the enterprise
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