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Д Я. Х у с а и н о в, Е. :А. Ю н ь к о в а 

Об одном методе нахождения решения 
уравнения Ляпунова с заданным спектром 

При определении _ устойчивости и получении качественных характе­

ристик линейных дифференциальных сметем _;; = Ах, х Е R" используются 
функции Ляпунова квадратичного вида v (х) = (хт , Нх). Симметричную по­
ложительно определенную матрицу Н можно получить из уравнения Ляпу-
нова · 

(1) 
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Решение уравнения - положительно определенная симметричная мат­
рица Н с собственными числами: О< Л.1 (Н) ~ А.2 (Н) ~ ... ~ /...,.. (Н). 

Если дифференциальная система асимптотически устойчива, то при про­
извольной положительно определенной матрице С уравнение (1) имеет един­
ственное решение. Интерес представляет получение матрицы Нс некоторыми 
заданными свойствами [1, 2). 

1. Н а х о ж д е н и е р е m е н и я у р а в н е н и я Л я п у н о в а 
с зад ан н ы м спектром с об ст венных чисел. Найдем 
пару С0 , Н0 , где у Но заранее задан набор собственных чисел О < /..1 (Но) ~ 
~ /..2(Н 0) ~ ... ~ Лn. ( Н 0). При· умножении уравнения Ляпунова ( 1) на посто· 
явную Лn. (H0)/1vn. (Н) собственные числа матрицы пропорционально . изменя­
ются и наибольшее из них будет равняться /..n (Н0). Поэтому считаем, что 
наибольшее собственное число Лn. (Н) матрицрr Н равно заданному /..n (Н0). 

Пусть С - некоторая фиксированная симметричная положительно оп­
ределенная матрица и В-решение уравнения Ляпунова (1), причем Л.n(Н)= 
= Л.n (Н0). Приведем подобным преобразованием матрицу Н к диагональной 
и выясним допустимую область Q (е) изменения собственных чисел Л.i = 
= /..1 (Н) + ei, i = 1, п - 1, при которых матрица Н (е) удовлетворяет урав· 
нению (1) с положительно определенной С (е). 

Как известно (3), существует ортогональная матрица такая, что 

U7НИ . ( ''_ЬН) Л,~Н) .. ~ .. ) =Л(О). 
О О /..n (Н) 

Умножив уравнение Ляпунова (1) слева на vт и справа на И, получ:Им 
(И7 А7И) (И7HUj1+ (V7HU) (И7 АИ) = -И7СИ, или 

Аf Л(О) + Л(О)А1 = -С1 (О), (2) 

где А1 = U7 АИ= [a}j]i,i=I• С1 (О) = Ит СИ= (c:i]l,i=I· _ 
Собственные числа С и С1 (О) совпадают: /..1 (С) = Л.t (С1 (О)), i = 1, п. Пред­
ставим полученное уравнение (2) в виде 

АfЛ(е)+Л(е)А1 =-С1(е), (3) 

где Л(е) = Л(О)+~(е), 

[" о 
о о 

о 82 о о 
~(е) = ... 

. о о Вп-1 о 

о о о о 
Тогда 

С1 (s) = С1 (О)+ А[ Л1 (е) + Л1 (е) А1. (4) 

С1 (е) -матрица симметричная в силу симметричности С1 (О) и Af Л1 (е) + 
+л1 (8) А1. 

Так как матрица С положительно определее:а, т. е. Л.~ (С) = Л.1 (С1 (О))> 
>О, i = 1, п, то в силу непрерывной зависимости собственных чисел ма-
трНЦЬI С1 (е) от коэффициентов, а следовательно, и от величин 8 1, Ez, ... , Вп-1, 
тmейио входящих в элементы матриnы, при достаточно мa.llЬIX 81, Ez, ... , в,,,_,, 
собственные числа матрицы С1 (е) таюке будут положительными, т. е. С1 (е) 
положительно спределена. Решая уравнение Ляпунова ( 1) с правой частью 
С (е) = ИС1 (8) ит, получим матрицу Н (е), собственные числа которой будут: 

Л1 (Н (е)) = Л1 (Н) + е1, 

Л.,,,_1 (Н (е)) = Л.~1 (/-!) + Вп-1' 
/.." (Н (е)) = Лn (Н) 
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Если А - асимптотически устойчивая матрица, то уравнение Ляпунова 
имеет единственное решение при произвольной правой части. Учитьmая со­
отношения (5), связывающие собственные числа матрицы Н (8) и Н, получа­
ем, что Н (8) положительно определена при произвольных 8i >- Л.i (Н), 
i = 1, п - 1. 

Область Q (8), т. е. границы изменения величины 8i, i = 1, п - 1, зада­
ется условием положительной определенности матрицы С1 (8). Раскрыв ха­
рактеристическое уравнение det [С1 (8)- Л Е] =О, получим л.n+ р1(8)Л.п-l + ... 
... + Рп-1 (е) л.+ Pn (е) =О. 

Границы области Q (8) определяются появлением хотя бы одного нулево­
го собственного числа. Необходимым и достаточным условием наличия у 
симметричной матрицы С1 (8) хотя бы одного нулевого собственного числа 
есть равенство нулю свободного члена [4], т. е. Pn (8) = det С1 (е) = О. И так 
как det С1 (О) >О, а точка 81 = 82 = ... = еп-~ = О принадлежит об­
ласти Q (8), получаем, что 

Q (8) = {8: det С1 (8) ~О}. (6) 

И если найдется такое 8° = ( 8?, 8g, ... е~_1 ) Е Q ( е), что Лi (Н0) = Л.i (Н) + в?, 
i = 1, п- 1, то задача нахождения . матрицы Н0 с заданными собственны­
ми числами р~шается по следующему алгоритму. 

1. Задаем положительно опреде.р.енную симметричную матрицу С (для оп­
ределенности можно положить С= Е, где Е - единичная матрица) и, 
решая уравнение Ляпунова (1), находим Н. 

2. Вычисляем собственные числа матрицы Н и ортогональную матрицу И, 
приводящую Н к диагональ.ному виду. 

3. Умножением уравнения Ляпунова на Л.n(Н0)/Л.n(Н0) нормируем матрицу Н. 
При этом максимальное собственное число ее становится равным задан­
ному Л.n (Но). 

4. Матрицу С1 (О) получаем по формуле С1 (О) = ·UTCU. 
5. Вычисляем 8i = Л. (Но) - Л.~ (Н), i = 1, ·п - 1. 
6. Полученные на предыдущем шаге значения 8~, i = 1, п - 1, подставля­

ем в выражение (4) для С1 (8) . 
7. Проверяем условие det С1 (8) ~О. Если условие выполняется, то перехо­

дим на шаг 8. Иначе вычисления заканчиваются. Матрицу с заданным 
спе1{тром построить не удалось. Необходимо изменить спектр. 

8. Вычисляем матрицу С0 = UC1 (8°) uт. 
9. Решаем уравнение Ляпунова с матрицей С0 в правой части. 

Полученная при этом матрица Но - решение задачи. 
Таким образом, доказана теорема. 
Теор ем а. Для того чтобы решением ура.внения Ляпунова (1) была 

симметричная положительно определенная матрица Но с собственными 
числами Л.1 (Н0), 'Л2 (Н0), . . . , Л.n (Н0), достаточно, чтобы е0 Е Q (8), где е0 = 
= (в~, 8~, ... , e.~--i). 8r = Л.1 (Н0) - Л.1 (Н), i = 1, п- 1, Н - решение уравнения 
Ляпунова с произвольной положителыю определенной матрицей С, Q(e) = 
= {е: det С1 (е)~ О}. Матрица С1 (е) определяется выражением (4). 

2. Н а х о ж д е н и е р е ш е н и я, у к от о р о г о о т н о ш е -
ние наибольшего и наименьшего собс~венных 
чисел мин им аль но. Применим рассмотренный метод к задаче на­
хождения матрицы Н0, у которой [2] 

'Лmах (Ho)/Лm1n (Но) = inf {'Лmах (Н)/'Лmin (Н)}. (7) 
н 

Рассмотрим процедуру пошагового изменения матрицы С1 (е) . Предположим, 
что е2 = е8 = ... = Вп-1. Тогда С1 (е) имеет вид 

[

cj1 - 2aj1ei cj2 -а\2в1 cjn -а\пе1 ] 

С1 ( е) = с~1 - а\2е1 с~2 с~п . 
. . . . . . 

с~1 - аlпв1 с~ с~п 
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Раскрыв определитель det С1 (8), лолуt~им 
уравнение 

относительно €)•;= 81 квадратное 

о at2 al а}, с\2 сfп с\1 cJ2 cI ln ln 

82 а/2 с~2 cI 
-28 aJ2 с~2 cI с~1 с~2 cI · 2п 2п + 2п =0. (8) 

at cl cl аJп cl ci с' cl ct ln 112 nп п2 пп nl п2 пп 

Пос1<ольку (см. [5]) 

о af2 а' ln cJ1 с/2 cI 
ln 

а[2 · с~2 с' C~I с~2 с'· 2п <0, 2п >0, 

а' l n с' n2 с' 
пп с' nl с' 

п2 с' 
пп 

то квадратное уравнение имеет действительные I{орни µ1 <О, µ
2 
>О. 

Таким образом, область изменения е Q(8) = {8: µ1 <8~ µ:J Выбирая 81 = 
= µ2 и проводя указанные выше преобразования, получим матрицы С1 ( 8), 

Н1 (е). Характеристическими числами Н1 (8) будут Л1 (Н1 (8)) = Л1 (Н) + µ2, 
'Az(H1(e))=Л2 (H), ... ,').;n(H1(e))=Лn(H). После этого, выбрав наименьшее 
из собственных чисел, можно повторить процедуру. · 

Таким образом, задача (7) решается по следующему алгоритму. 
1. Задаем положительно определенную матрицу С (для определенности: 

можно положить С= Е) и, решая уравнение Ляпунова (1), находим мат~ 
рицу Н. 

2. Находим ортогональную матрицу И, приводящую Н к диагональному ви-
ду, и вычисляем собственные числа матрицы Н. 

3. Вычисляем матрицы С1 (О) = uтcu, А 1 = UTAU. 
4. Выбираем Ля - наименьшее собственное число матрицы Н. 
5. Вычисляем коэффициенты квадратного уравнения типа (8) относительно 

Вя. 

6. Вычисляем µ - маr<симальный корень этого уравнения. 
7. Подставляем Вя = µ в выражение (4) для С1 (е), полагая 8j = О, j-=/= k. 
8. Если матрица С1 (е) неотрицательно определена, полагаем С1 (О) _..:. 
= С1 (8), Лii (Н) ·= Л1t (Н) + вя и переходим на шаг 4. Иначе переходим на 

шаг 9. 
9. Вычисляем матрицу С0 = UC1(0)UT и , решая уравнение Ляпунова (1) 

с матрицей С0 в правой части, находим матрицу Но с минима:Льным отно­
шением ее максимального собственного числа к минимальному. 
Процедура вычисления матрицы С выходит на границу области поло­

жительно определенных матриц. Случай, когда искомой матрице Но соот­
ветствует положительно определенная матрица С0 , легко выделяется вычис­
лением спектра матрицы А +АТ [6]. Алгоритм движения вдоль границы 
области положительно определенных матриц требует дополнительного рас­
смотрения. 
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