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ПРО МОДЕЛЮВАННЯ ОДНОГО КЛАСУ  
ДИНАМІЧНИХ ПРОЦЕСІВ  
 
ABOUT SIMULATION OF ONE CLASS  
OF DYNAMIC PROCESSES 

 
Анотація. Метою роботи є розробка дискретних математичних алго-
ритмів для рівняння конвективної дифузії з явною організацією обчис-
лень. Наявність у математичній моделі конвективного члена створює 
додаткові математичні труднощі при побудові та реалізації обчислюва-
льних алгоритмів. Розглянуто задачу математичного моделювання не-
стаціонарних процесів конвективної дифузії і теплопровідності. Для чи-
сельного розв’язання багатовимірних початково-крайових задач дифузії і 
теплопровідності запропоновано підхід, який використовує ідею розщеп-
лення та реалізацію отриманих різницевих схем за допомогою явних 
схем біжучої хвилі, досліджено диференціаьні властивості функціонала 
якості, запропоновано ітераційний алгоритм визначення оптимального 
керування. У статті розвиваються методи математичного моделю-
вання та оптимізації процесів дифузії (теплопровідності) у вигляді пря-
мих та екстремальних завдань для багатовимірних параболічних рів-
нянь. Для чисельного розв’язання нестаціонарних рівнянь дифузії 
запропоновано підхід, який використовує ідею розщеплення та реаліза-
цію отриманих різницевих схем за допомогою явних схем рахунку, що бі-
жить. Розглянуто та досліджено питання побудови схем розщеплення, 
апроксимації та стійкості явних різницевих схем за початковими дани-
ми. Для чисельного розв’язання задачі оптимального керування вивчено 
диференціальні властивості функціоналу якості, запропоновано ітера-
ційний алгоритм визначення оптимального керування. Реалізація запро-
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понованого підходу до вирішення просторових нестаціонарних рівнянь 
дифузії на багатопроцесорних обчислювальних системах із розподіле-
ною пам’яттю дозволить значною мірою скоротити часові витрати. 
Ключові слова: параболічне рівняння, чисельний метод, методи розще-
плення, різницева схема, стійкість. 
 
Abstract. The aim of the work is to develop discrete mathematical algorithms 
for the convective diffusion equation with explicit organization of calculations. 
The presence of a convective term in the mathematical model creates 
additional mathematical difficulties in the construction and implementation of 
computational algorithms. The problem of mathematical modeling of 
nonstationary processes of convective diffusion and thermal conductivity is 
considered. An approach using the idea of splitting and realization of the 
obtained difference schemes with the help of explicit traveling wave schemes is 
proposed for numerical solution of multidimensional initial-boundary diffusion 
and thermal conductivity problems. Differential properties of quality functional 
are investigated, iterative algorithm for optimal control. The article develops 
methods of mathematical modeling and optimization of diffusion (thermal 
conductivity) processes in the form of direct and extreme problems for 
multidimensional parabolic equations. For the numerical solution of non- 
stationary diffusion equations, an approach is proposed that uses the idea of 
splitting and realization of the obtained difference schemes with the help of 
explicit schemes of a running account. The question of construction of schemes 
of splitting, approximation and stability of explicit difference schemes according 
to initial data is considered and investigated. To numerically solve the problem 
of optimal control, the differential properties of the quality functional are studied, 
and an iterative algorithm for determining optimal control is proposed. The 
implementation of the proposed approach to solving spatial nonstationary 
diffusion equations on multiprocessor computing systems with distributed me- 
mory will significantly reduce time costs. 
Keywords: parabolic equation, optimal control problem, numerical method, 
splitting methods, difference scheme, stability. 

Вступ. Основою технології математичного моделювання про-
цесів з розподіленими параметрами є базові моделі та ефективні 
чисельні алгоритми розв’язання диференціальних рівнянь з час-
тинними похідними, які базуються на використанні скінченно- 
різницевих, скінченно-об’ємних і скінченно-елементних апрок-
симацій по простору [1–6, 15–20]. Для обчислювальної практики 
значний інтерес являють методи факторизації та розщеплення [6, 
16–20, 25], які дозволяють звести розв’язок вихідних задач до 
розв’язку рівнянь меншої розмірності. 

Метою роботи є розробка дискретних математичних алгори-
тмів для рівняння конвективної дифузії з явною організацією 
обчислень. Наявність у математичній моделі конвективного чле-
на створює додаткові математичні труднощі при побудові та реа-
лізації обчислювальних алгоритмів. 

В основі схем розщеплення перехід на новий часовий шар 
пов’язаний з розв’язанням ряду простіших задач. Запропонова-
ний підхід до побудови дискретних моделей використовує ідею 
розщеплення і реалізацію отриманих схем на основі явних схем 



34 

біжучого рахунку, запропонованих у [7] для одновимірного рів-
няння дифузії. У роботі для побудованих різницевих схем біжу-
чого розрахунку досліджені питання апроксимації та стійкості за 
початковими даними. З метою застосування запропонованих різ-
ницевих схем для чисельного моделювання та оптимізації неста-
ціонарних теплових і дифузійних процесів на основі різницевих 
схем з явною організацією обчислень.  

У роботі для запропонованих різницевих схем з явною органі-
зацією обчислень досліджено питання апроксимації та стійкості 
за початковими даними. З метою використання запропонованих 
різницевих схем для чисельного розв’язання задач оптимального 
керування досліджені диференціальні властивості функціонала  
якості, запропонований ітераційний алгоритм визначення опти-
мального керування.  

Питання побудови та дослідження стійкості різницевих схем 
розщеплення проілюструємо на прикладі крайової задачі для па-
раболічного рівняння другого порядку вигляду 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑑𝑖𝑣( 𝑘 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢) + 𝑓, 

яке є базовим при моделюванні та оптимізації численних неста-
ціонарних теплофізичних або дифузійних процесів [2, 3, 6]. 

Нехай у декартовій системі координат (𝑥, 𝑦) на часовому інте-

рвалі 0 < 𝑡 ≤ 𝑇 функція 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) задовольняє у прямокутній об-

ласті 𝐺 = {(𝑥, 𝑦)|, 0 < 𝑥 < 𝑙1, 0 < 𝑦 < 𝑙2} з межею 𝜕𝐺 двовимір-

ному нестаціонарному параболічному рівнянню  

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥
(�て1

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡),(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ (0, 𝑇],  (1) 

у якому 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)  — шукана функція (характеристика досліджу-

ваних процесів), коефіцієнти 𝑘𝛼 = 𝑘𝛼(𝑥, 𝑦) > 𝜒 > 0, 𝛼 = 1,2 — 

додатні неперервно-диференційовані функції, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)– функція 

розподілу джерел. Рівняння (1) доповнюється граничними та по-

чатковою умовами. 
Сформулюємо математичну постановку задачі оптимального 

керування для параболічного рівняння (1) у випадку, коли потрі-
бно знайти характеристики розподіленої системи із заданими 
властивостями. 

Для задач керування процесами дифузії (теплофізики), що 

протікають у деякій обмеженій однозв’язній області 𝐺 з межею 
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𝜕𝐺 на часовому відрізку 0 < 𝑡 ≤ 𝑇, стан розподіленої системи 

описується параболічним рівнянням 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘1

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡), 

 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ (0, 𝑇],   (2) 

де 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) — задана функція, 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) — керуюча функція, 

𝑘1(𝑥, 𝑦, 𝑘2(𝑥, 𝑦) — задані додатні функції, 𝑘б(𝑥, 𝑦) > �_ > 0,  б =
1,2 .  

Для рівняння (2) будемо розглядати початкову  

 𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢0(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺   (3) 

та граничну  

 (
𝜕𝑢

𝜕𝑁
+ в(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢)|

𝜕𝐺
= у(𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐺 ,0 < 𝑡 ≤ 𝑇  (4) 

умови відповідно. 
Математичну постановку екстремальної задачі сформулюємо як 

розв’язок задачі мінімізації деякого функціонала з метою забезпе-
чення мінімального відхилення характеристик модельованого поля 
від заданих в області 𝐺. При цьому в якості керування приймається 
розподіл 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) у правій частині параболічного рівняння (2).Тоді 
одну із екстремальних задач можна сформулювати таким чином. 
Потрібно знайти допустиме керування 𝑣 = 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡)  та відповідний 
йому розв’язок 𝑢 = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) задачі (2) — (4), щоб функціонал  

𝐽е(𝑣) = ∫ (𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) − ℎ(𝑥, 𝑦))2𝑑𝑥𝑑𝑦 +
𝐺

1

е2 ∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇

0
 (5) 

приймав найменше можливе значення. 

Тут 𝑇 — фіксований момент часу, ℎ(𝑥, 𝑦) — задана функція, 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) — керування з деякої опуклої замкнутої множини  

𝑈 = { 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄)}, де 𝐿2(𝑄) — простір дійсних функцій,  

інтегровних з квадратом в області  

𝑄 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡)|, 0 < 𝑥 < 𝑙1, 0 < 𝑦 < 𝑙2,  0 < 𝑡 ≤ 𝑇}. 

Скалярний добуток і норма в 𝐿2(𝑄) визначаються за формулою 

(𝑢, 𝑣) = ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝐺�犜𝑡
𝑄

, ‖𝑣‖ =
(𝑣,𝑣)1

2
= 

 = (∫  𝑣
𝑄

(𝑥, 𝑦, 𝑡)2𝑑𝐺𝑑𝑡)
1/2

  .    (6) 
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Відмітимо, що для виділення обмеженого розв’язку в функці-

онал якості (5) додано стабілізуючий функціонал 
1

𝜀2
‖𝑣‖2при де-

якому заданому е > 0. 

Будемо розглядати задачу керування без обмежень (𝑈 = 𝐻 =
𝐿2(𝑄)), т.ч. оптимізаційна задача полягає у визначенні керування 

𝑤, при якому функціонал (5) досягає своєї нижньої грани 

 𝐽е(𝑤) = 𝑖𝑛𝑓
𝑣∈𝐻

𝐽е(𝑣). 

Схема розщеплення. Для чисельного розв’язку багатовимір-
них задач розроблена велика кількість обчислювальних алгорит-
мів, які базуються, в основному, на методах розщеплення [6, 8, 
16]. При цьому значний інтерес представляє побудова різницевих 
схем розщеплення із заданими властивостями, зокрема, з явною 
організацією обчислень. 

Двокрокова схема розщеплення. Викладемо підхід до побу-
дови різницевих схем розщеплення на вирішення багатовимірних 
завдань з прикладу двокрокової схеми розщеплення для початко-
во-крайової задачі (1), (3) і (4). 

У рамках цього підходу двокрокову схему розщеплення на 
диференціальному рівні можна отримати, представляючи парабо-
лічне рівняння (1) в операторному вигляді 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ (𝐿1 + 𝐿2)𝑢 = 𝑓   (7) 

Нехай для деякого моменту часу t рішення рівняння (7) відо-

мо, тоді для моменту 𝑡̂ = 𝑡 + 𝜏 відоме �〱(𝑥, 𝑦, 𝑡̂) можна подати 

за допомогою ряду Тейлора у вигляді: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡̂) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) + ф
∂𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)

∂𝑡
+ 𝑂(ф

2) = 

 = [𝐸 − ф𝐿1 − ф𝐿2]𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) + ф𝑓 + 𝑂(ф
2). (8) 

Розглянемо дві допоміжні задачі: 

 
𝜕𝑢1

𝜕𝑡
+ 𝐿1𝑢1 =

1

2
𝑓, 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡),  (9) 

 
𝜕𝑢2

𝜕𝑡
+ 𝐿2𝑢2 =

1

2
𝑓, 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡̂). (10) 
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Легко бачити, що  розв’язання завдань (9), (10) можна запи-

сати у вигляді 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡̂) = [𝐸 − 𝜏𝐿1]𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
𝜏

2
𝑓 + 𝑂(𝜏2), 

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡̂) = [𝐸 − ф𝐿2]𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
ф

2
𝑓 + 𝑂(ф

2). 

Враховуючи, що 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡̂), маємо 

 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡̂) = [𝐸 − ф𝐿1 − ф𝐿2]𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) + ф𝑓 + 𝑂(ф
2 ). (11) 

Приймаючи 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡̂) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡̂) і порівнюючи вирази (8) і 
(11), приходимо до твердження, що вирішуючи послідовно задачі 
(9), (10) отримуємо рішення рівняння (7) для моменту часу 𝑡̂ з 
похибкою O(ф2).  

Задача оптимального керування. Чисельні методи, розроблені на 
вирішення прямих завдань виду (1) — (3), застосовуються на вирі-
шення зворотних завдань, завдань оптимального керування та інших.  

Для задачі оптимального керування (2) — (5) з метою отримання 
умов оптимальності та використання градієнтних методів оптимізації 
досліджуємо диференціальні властивості критерію якості (5). Пока-
жемо, що функціонал (5) диференційований у довільній точці 𝑣 ∈ 𝑈. 
Для цього оцінимо головну лінійну частину збільшення функціоналу 
𝛥𝐽𝜀(𝑣) = 𝐽𝜀(𝑣 + 𝛿𝑣) − 𝐽𝜀(𝑣) залежно від збільшення керування 𝑣.  

Задамо керуванню 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) деяке збільшення 𝛿𝑣 = 𝛿𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
та позначимо через 𝛿𝑢 = 𝛿𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) відповідне йому збільшення 
функції 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡). 

Легко бачити, що збільшення рішення 𝛿𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) задовольняє 
початково-крайову задачу (𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘) 

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑦
) = 𝛿𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡),(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ (0, 𝑇],  (12) 

 (𝑘
𝜕 𝛿𝑢

𝜕𝑛
+ 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝛿𝑢)|

𝜕𝐺
= 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐺 ,0 < 𝑡 ≤ 𝑇,   (13) 

  𝛿𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 .  (14) 

Тоді вираз для збільшення функціоналу (5) можна записати у 
вигляді 

Д𝐽е(𝑣) = ∫ [ (𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) + д𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) − ℎ(𝑥, 𝑦))
2

𝐺

− (𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) − ℎ(𝑥, 𝑦))2] 𝑑𝑥𝑑𝑦 + 

+
1

е2 ∫ 𝑑𝑡 ∫ [(𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) + д𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡))2 − 𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑡)]
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇

0
. 
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Приймаючи до уваги, що 

(𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) + д𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) − ℎ(𝑥, 𝑦))2 − (𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) − ℎ(𝑥, 𝑦))2 = 

= 2д𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇)[𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) − ℎ(𝑥, 𝑦)] + д𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑇), 
(𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) + д𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡))2 − 𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 2𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)д𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) +

+д𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑡), 

збільшення функціоналу набуває вигляду 

Д𝐽е(𝑣) = 2 ∫ [𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) − ℎ(𝑥, 𝑦)]д𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐺

+ 
2

е2
∫ 𝑑𝑡 ∫𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)д𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇

0

+ 

 + ∫ (д𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇))2𝑑𝑥𝑑𝑦 + 
1

е2 ∫ 𝑑𝑡 ∫ (д𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡))2
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇

0𝐺
  (15) 

Щоб остаточно визначити вираз для головної лінійної части-
ни, введемо до розгляду пов’язану функцію 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) як рішення 
в області 𝑄 деякої початково-крайової задачі. Класична процеду-
ра виведення парного оператора полягає в наступному. Обидві 
частини рівняння (12) 

𝐿𝛿𝑢 = 𝛿𝑣, 𝐿𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) 

множаться на функцію ш(𝑥, 𝑦, 𝑡) та інтегруються в часі та прос-
торі в межах, обумовлених постановкою задачі: 

∫ 𝑑𝑡 ∫ ш  [
∂д𝑢

∂𝑡
−

∂

∂𝑥
(𝑘

∂д𝑢

∂𝑥
) −

∂

∂𝑦
(𝑘

∂д𝑢

∂𝑦
)] 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺
=

𝑇

0
∫ 𝑑𝑡 ∫ шд𝑣

𝐺
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑇

0
 (16). 

Далі проведемо перетворення (16) з метою ввести функцію 
𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) у диференціальні вирази замість д𝑢. Інтегруючи части-
нами, для першого доданку в (16) з урахуванням початкової умо-
ви (3) знаходимо 

∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝜓
𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺

=
𝑇

0

∫ 𝜓𝛿𝑢|𝑡=0
𝑇 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺

− 

− ∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝛿𝑢
𝜕𝜓

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺

=   ∫ 𝜓𝛿𝑢|𝑡=𝑇𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐺

𝑇

0

− 

 − ∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝛿𝑢
𝜕𝜓

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺

𝑇

0
 .  (17) 
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Застосовуючи першу формулу Гріна [22] і враховуючи грани-
чну умову (4), в результаті перетворення еліптичного оператора 
на (16) послідовно отримуємо 

∫ 𝑑𝑡 ∫ ш  [−
𝜕

𝜕𝑥
(𝑘

𝜕д𝑢

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘

𝜕д𝑢

𝜕𝑦
)] 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺

𝑇

0

= ∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝑘  [
𝜕ш

𝜕𝑥

𝜕д𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕ш

𝜕𝑦

д𝑢

𝜕𝑦
]  𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺

𝑇

0

− ∫ 𝑑𝑡 ∫ ш𝑘
𝜕д𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝑠 = 

𝜕𝐺

𝑇

0

 

 = ∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝑘  [
𝜕ш

𝜕𝑥

𝜕д𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕ш

𝜕𝑦

д𝑢

𝜕𝑦
] 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺
+

𝑇

0
∫ 𝑑𝑡 ∫ вшд𝑢𝑑𝑠

𝜕𝐺

𝑇

0
,    (18) 

∫ 𝑑𝑡 ∫ д𝑢  [−
∂

∂𝑥
(𝑘

∂ш

∂𝑥
) −

∂

∂𝑦
(𝑘

∂ш

∂𝑦
)] 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺
= ∫ 𝑑�〱

𝑇

0

𝑇

0

∫ 𝑘  [
∂ш

∂𝑥

∂д𝑢

∂𝑥
+ +

∂ш

∂𝑦

д𝑢

∂𝑦
] 𝑑𝑥𝑑𝑦 − ∫ 𝑑𝑡 ∫ д𝑢𝑘

∂ш

∂𝑛
𝑑𝑠

∂𝐺

𝑇

0
.

𝐺
   

 (19) 

 
Таким чином, з (16) — (19) випливає перетворений вираз 

 ∫ шд𝑢|𝑡=𝑇𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐺

+ ∫ 𝑑𝑡 ∫ д𝑢  [−
𝜕ш

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘

𝜕ш

𝜕𝑥
)

𝐺

𝑇

0

−
𝜕

𝜕𝑦
(𝑘

𝜕ш

𝜕𝑦
)] 𝑑𝑥𝑑𝑦 + ∫ 𝑑𝑡 ∫ вшд𝑢𝑑𝑠 = 

𝜕𝐺

𝑇

0

 

 = − ∫ 𝑑𝑡 ∫ д𝑢𝑘
∂ш

∂𝑛
𝑑𝑠 

∂𝐺

𝑇

0
+ ∫ 𝑑𝑡 ∫ шд𝑣

𝐺
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑇

0
.  (20) 

Звідси випливає, що ввівши функцію ш(𝑥, 𝑦, 𝑡) як рішення 

спряженого рівняння 

 
∂𝜓

∂𝑡
+

∂

∂𝑥
(𝑘

∂�焼

∂𝑥
) +

∂

∂𝑦
(𝑘

∂𝜓

∂𝑦
) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ (0, 𝑇]  (21) 

з граничною умовою  

 (𝑘
∂ 𝜓

∂𝑛
+ 𝛽𝜓)|

∂𝐺
= 0, (𝑥, 𝑦) ∈ ∂𝐺,  0 < 𝑡 ≤ 𝑇,  (22) 
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вираз (20) набуває вигляду 

  ∫ шд𝑢|𝑡=𝑇𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐺

= ∫ 𝑑𝑡 ∫ шд𝑣
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇

0
 . (23) 

Якщо визначити початкову умову для ретроспективної задачі 
формулою 

  ш|𝑡=𝑇 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) − ℎ(𝑥, 𝑦),   (24) 

то з (23) випливає  

  ∫ (𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑇) − ℎ(𝑥, 𝑦))д𝑢|𝑡=𝑇𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐺

= ∫ 𝑑𝑡 ∫ шд𝑣
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇

0
. (25) 

На підставі (25), збільшення функціоналу (15) можна перепи-
сати у вигляді 

 Δ𝐽е(𝑣) = 2 ∫ 𝑑𝑡 ∫ [ш +
1

е2
𝑣] д𝑣

𝐺
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑇

0
+ 𝑜‖д𝑢‖ + 𝑜‖д𝑣‖. (26) 

Звідси випливає диференційованість функціоналу 𝐽𝜀(𝑣) по 𝑣 в 
просторі 𝐿2(𝑄)  

Таким чином, встановлено таку теорему. 
Теорема. Функціонал (5) диференційований по Фреше у прос-

торі 𝐿2(𝑄). Градієнт функціоналу визначається через спряжений 
стан, виразом: 

 𝑔𝑟𝑎𝑑𝐽е(𝑣) = 2 (ш(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
1

е2
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)) . (27) 

де ш — рішення спряженої задачі (21), (22), (24). 
Умова оптимальності задачі оптимального керування 

𝑔𝑟𝑎𝑑𝐽е(𝑣) = 0 
з урахуванням (27) набуває вигляду 

(𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
1

𝜀2
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡))   = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ (0, 𝑇]. 

З викладеного слідує, що з визначення градієнта необхідно 
при фіксованому отримати рішення двох крайових завдань. Спо-
чатку за допомогою прямої задачі (2)–(4) слід визначити функцію 
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), а потім із (21), (22), (24) знайти значення спряженої  
функції.  

Наближене рішення задачі оптимального керування можна 
отримати, використовуючи градієнтні методи [6, 23, 24], а та-
кож викладену вище методику побудови різницевих схем бі-
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жучого рахунку для чисельного розв’язання прямої диферен- 
ціальної задачі. Зазначимо, що двокрокові різницеві схеми мо-
жуть бути безпосередньо застосовані і для чисельного вирі-
шення спряжених задач. 

Висновки. У статті розвинено методи математичного моде-
лювання та оптимізації процесів дифузії (теплопровідності) у 
вигляді прямих та екстремальних завдань для багатовимірних 
параболічних рівнянь. Для чисельного розв’язання нестаціонар-
них рівнянь дифузії запропоновано підхід, який використовує 
ідею розщеплення та реалізацію отриманих різницевих схем за 
допомогою явних схем рахунку, що біжить. Розглянуто та дослі-
джено питання побудови схем розщеплення, апроксимації та 
стійкості явних різницевих схем за початковими даними. Для 
чисельного розв’язання задачі оптимального керування вивчено 
диференціальні властивості функціоналу якості, запропоновано 
ітераційний алгоритм визначення оптимального керування. Реа-
лізація запропонованого підходу до вирішення просторових не-
стаціонарних рівнянь дифузії на багатопроцесорних обчислюва-
льних системах із розподіленою пам’яттю дозволить значною 
мірою скоротити часові витрати. 
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