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Д. Я. Х у с а ин. о в, Е. А . !Он ь к. о в а 

О близости решений линейных систем 
с запаздыванием и соответствующих им систем 

без запаздывания 

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений с запаздыва­
ющим аргументом вида 

х (t) = Ах (t) + Bi (t - 't), (1) 

где х (t), х (t - т) Е R" , А, В - квадратные матрицы с постоянными коэф­
фициентами. Как известно, при достаточно малом запаздывании 't можно 
изучать поведение решений х (t) системы (1), используя решения х0 (t) си­
стемы без запаздывания [ 1, 2) 

х0 (t) = (А + В) х0 {/). (2) 

Прп разработке тех ни•1еских проектов обычно задается допустимый пре­
дел точности е и требуется найт11 условия на начальные возмущения б и до­
пустимое за паздывание , при которых он выдерживается. В настоящей ра­
боте вычисляется максимально допустимое запаздывание <t = L'ma x (е, б), 
при котором 11 х (t) - х0 (t) 11 < е, есл и тощ.ко на промежутке t0 -

- т. ~ t ~ t0 выполняется условие 11 х (t) - Хо (t) 1; < б. 
Т е о р е м а . Пусть cucme.ita (2) аси.~ттотически уст.ойчма. Тогда 

для ri.роизвольного е >О и любого О < б < V Л (Н)е для решений х (t) и 
.х0 (t) систелt (1) и (2) спра.ведлшю 11 х (t) - х0 (t) 11 < е при t > /0 , ках 
только 11 Х (t) - Х0 (t)11 < б при t 0 - 't ~ t ~ l0 И 't ~ L'mnx (е, б), где 

'tmax {е , б) = 1/2 min { q ll ~В ll (V (q 11Н11 + р V Л (Н) 8)
2 + 2qЛ.m1n (С) Х .... ". 

" ..... Х /1 Н В JI Л (Н) е - (q 1/ Н 11 + р VЛ(Н) е)], 

eЛ~H){(ll All+ е ~~1~~) )2+ еЛ4(~) (1-е~)-
- (11А 11 + 8 1~11 ~Н) ) ]} ' р = <11А 11+11в11> 11 нв11 . q = ll B(A + B)ll х 

11 1 н Amin (Н) (З} 
Х Хо (to)I ' Л ( ) = Amax (Н) . 

Здесь и в дальнейш.еJ.t Лm1n ( • ), Лmах ( ·) - наuJ.tеньшее и наибольшее 
собственнш •и~сла ,натри.ц Н и С, входящих в J.tатричное уравнение 

Ляпунова (А + В)т Н + Н (А +В)= - С, под норАtой вектора noнuAta-
11 1/2 

ется 11х(t)11 = { ~ х7 (t)} , под норАtой. матрицы - спектральная норАщ 
{=1 

/1А 1 1 = {Лmах (А Т А)} 1 12 . 
До к аз ат ель ст в о . Обозначим разность решений систем (1) и (2) 

через х (t): х (t) = х (t) - х0 (t). Она удовлетворяет системе уравнени й . 
-;; (t) = А-;; (t) + Вх (t - (() + В [х0 (t - 't) - х0 (!)] . Используя интегральное 

t 

представление х0 (t) = х0 (t - -r) + I (А + В) х0 (s) ds системы без запазды-
t-т 

• t 

вания (2), получаем ; (t) = Ах (t) + В~ (t - 't) - В (А + В) I х0 (s) ds. Сог-
,.,..~ 
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t 
ласно теореме о среднем ~ х0 (s) ds = rrx0 (0), где х0 (0) - решен1~е систе­

t--с 

мы (2) в точке t - rr < е < t, 1юторое можно представить в виде х0 (0) = 
= еи+вне-t.>х0 (to). Таким образом, получаем возмущенную систему 

; (!) = А; (t) + в; (t - rr) + Q (х (t),; (t - -i;)) (4) 

с возмущениями вида Q (х (t), х (t- rr)) = - В (А +В) е(л+вне-t.>х0 (t0) rr. 

Известно [31, что произвольное решение ;; (t) системы (4) содержится в 
в-окрестности на 11ала коорд1111ат при t > t0 , если /1 ~ (t) 11 < cS (8, rr) при t0 -

- rr ~ t ~ t0 , rr < rr0, и sup {11 Q (; (t), _; (t - rr)) 11} < ~ (8, -i;), где 
;{t) , ;(t--c)ERn 

Лm1п (С) V Л (Н) 
rro = 2 (11 А 11 + 11 В I0 11 Н В 11 ' 

1 - ~ -llAll'tv--
<') (8, •) = 1 + 11В11 rr е Л (Н) 8, (5) 

. { ~ -llAll't Amln (С) ('to - 't) l V (Н) 
1) (8, rr) = mю т е ' 2rro (// Н В 11 rr + 11 Н 1/) J . Л 8, (6) 

О < ~ < l - произвольная постоянная. Обозначим q = 11 В (А + В) 11 Х 
х 11 х0 (t0)11· Тогда, учитывая оценки решениii системы (2) [ 4], для возму-

ще11111! системы (4) получаем неравенство sup { 11 Q (х (t), ,; (t- rr)) 11} ~ 
x(t).x(f--c>eR" 

~ qrrN Л (Н). Пусть 11 х (t) - х0 (t)11 < б при t0 - rr ~ t ~ tn, где б < 
< V Л (Н) 8 - заранее зада11ная ф11кс11рованная величина . Ка1< следует из 
(6), значение ~.соответствующее выбранному б, равно~= l - ( l + llBll rr)x 
х ellAl l'tбf(8V Л (Н)). Таким образом, задача сводится к отыс1<а11ию ма1<си­
мального значення 't = 't111ax (8, б), прн котором справедливо неравенство 

. {e-llAll-c [ llAll't б ] AmJn (С) ('t'o - 1:) } 
ш1л 't 1- (1 +ll Bll-i;)e 8 VЛ (Н) _ , 2rro(/I HBll•+ llHll) Х 

х VЛ (Н)~> ,~. (7 ) 
v Л (Н) 

Предtтавить решение неравенства (7) в явном виде затруднительно . Поэто­
му заменяем его другим, более легко исследуе~rым. Разлагал функцию 
e- llAll• в ряд Тейлора по переменной -., получаем e- llAJl-c = 1 - 11 А J 't + 
+ 1/211 А ll2rr2 - ••• >= 1 -11А 11 rr. Максимальное значение -i;, при котором 
выполняется неравенство 

mm - х 
. {1 - /1А11 rr 1 + 11 В Jl rr б Л m1n (С) ('t0 - 't) . } 

ct <t 8 V Л (Н) ' 2•о (11 НВ 11 -i; + 11Н 11) 

V - - q• 
х Л(Н)8> V , 

Л (Н) 
(8) 

будет не больше полученного из неравенства (7). Поэтому заменяем (7) 

неравенством (8). Функция q> (rr) = {(1 - V б ) ..!..- (11А11+ 11В11 Х 
8 Л (Н) rr 

6 ) Лmln (С) 'to - 't ) ·· 
Х е V Л (Н) • 2rro ll Н 8 ll rr + ll Н ll J представляет собо11 1<риву10, 

состоящую из г11пербол <r1 (rr) = (1 - v:rm ) _!_ -(11 А 11 + 11 В 11 Х 
8 д (Н) rr 

б ) Amln (С) 1:0 - 't 
х v ' q>2 (<t) = 2 8 Л (Н) 'to 11 Н В 11 rr + 11 Н 11 
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1. Пусть выполняется неравенство 

tt~ [лm111 (С) - 2 (1 - V б ) 11НВ11- 2 (11 А 11 + П В 11 V 6 
) х 

8 Л (Н) в Л (Н) 

Х IJ Н llJ2>8•o(l -
8 
V ~ (Н) ) 11Н11 [ Лm111 (С) - 2•о (11 А /1 + 

+ 11 в 11 v б ) 11 н в 11] . 
в Л (Н) 

(9) 

Тогда гиперболы пересекаются в точках 

'tt,2 = 112 [ Amin (С)- 2'to (11А 11+ 11в11 8 v~ (Н) ) 1 1 нв11Г' х 

Х {-ro [лm1n (С) - 2(1- V б ) 11 Н В 11 - 2 (11 А 11 + 11В11 V б ) Х 
8 Л (Н) в Л (Н) 

х 11н11J+{•g ['•m1r1(C) - 2(1- 8~ )11 нв11 -
- 2 (11А11 + 11 В 11 V б ) 11Н11 ]2 

- 8•о (1 - V б ) IJ Н 11 Х 
в Л (Н) s Л (Н) 

х [ Лm1n (С) - 2•о (Ji А 11 + 11В11 8 -vkn)11НВ11]}
1 12

}. 

Фующия <р (•) в зависимости от значений • 1 11 't2 на промежутке О< tt ~ 
~ <t0 принимает вид 

1 Amfn (С) 'to - 't 

1 2'to 11НВ11 • + 11 Н 11 ' при О< 't ~ 't1, 

а) <р (-.) = ~ ( 1 -
8 
V ~ (Н) ) ~ -(11 А 11 + 11 В 11 

8 
V ~ (Н) ) , 

1 при • 1 < 't ~ (1 - V б )1(11 А 11 + 11В11 V с5 ) , 
t в Л (Н) в д (Н) 

если 't1 <"о< 'tz; 

{ Aml n (С) 'to - 't О 
1 2-ro 11 Н В 11 • + 11 Н 11 , при < 't:::;;;: •1• 

б) <р (•) = ~ (1 - V б ) _!_-(11А11 + 11В11 V с5 )• при 't1< <r~'tz• 
8 л (Н) 't 8 л (Н) 

1 Л.m1п (С) 'to - 't 

~ 2'to 11 Н В 11 • + 11 Н 11 ' при 't < 't ~ 'to• 
если •1 < <r2 < 'to; 

Am i11 (С) 'to - 't О 
в) <р (-r) = 2•о 11НВ11't+11Н11 , при < 't:::;;;: 'to, если 'tc, < 't1<-r2. 
2. Если же неравенство (9) не выполняется, то <р ('t) состоит из одной 

Amln (С) 'to - 't • 
гиперболы <р (-r) = 2'to ll Н В ll -r + ll Н ll , О< 't ~ -r0 . Нандем макси-
мальное значение -r = 't'max (е, б), при котором выполняется <р (•) Л (Н) 8 -
- (f'"C > О. Как видно из изложенного выше, функция <р (•) на рассматри­
ваемом промежутке монотонная, поэтому 'tmax (в, б) определяется из урав­
нения <р ('t) Л (Н) в - q't = О. Если <р (•) состоит из несколышх кусков ги-
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n ербол, то 

'tmax (е, б) = argrnin {<r 1 (т) Л (Н) е- qт = О. ч~ ('t) (Н) F - q-c = О}. 

После соответствующих подстановок пОСJJеднее раве11ство совпадает с ра­
венством (3). Если q> (т) состоит нз одной гиперболы, то соотношенне (3) 
также справедливо. 

3 а м е ч а н и е 1. Велнчина Tmax (е, б), как следует из (3), сущест­
венно зависит от матриц Н и С, входящих в уравнение Ляпунова. Множе­
ство ноложительно определенных мс:1три1t Н, для которых выполняется это 

уравнение, образует конус в п (п + 1)/2-мерном пространстве. Можно мак­
симизировать величину 'tm•x по переменным этого простра11ства. 

3 а м е ч а н 11 е 2. В случае, 1<огда система (2) неустойчива, имеет мес­
то аналогичное утверждение о близостн решеннй систем (1) и (2), одна!(О 
уже на конечном промежутке време11н. 
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