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Передмова 
 
 

Чиста теорія економіки є наука, що нагадує у 
всьому фізико-математичні науки.  

Л. Вальрас 
 
Все адаптується, справа в тому, що і як.  

Л. Заде 
 
 
 

о звичного лексикону (моделі, методи, оптимізація, 
статична рівновага, економетричний аналіз, статис-
тична інформація) ортодоксального економіко-

математичного моделювання (далі — ЕММод), яке характеризуєть-
ся використанням алгоритмів із жорсткою структурою, наприкінці 
ХХ ст. долучились нові ключові слова: нелінійна динаміка, адапта-
ція, нерівноважність, відкрита система, нестаціонарна і необоротної 
дії, зворотні зв’язки, складка, катастрофа, біфуркація тощо, які при-
таманні природничим наукам. Головним словом також стає поняття 
стану (становища) економіки, яке несе більш повну інформацію про 
динаміку економічної системи. 

Взагалі кажучи, останнім часом спостерігається експансія ре-
зультатів (також методів, підходів, фахівців) природознавства в еко-
номічну науку, яка ще донедавна вважалась гуманітарною. Цьому, 
безумовно, позитивному процесу сприяли зміст актуальних проблем 
сучасної економіки (зародження і динаміка перебігу все більш час-
тих кризових явищ), їх складність і соціальна гострота — значу-
щість наслідків. 

Застосування в економіці (не механічне, а творче) загальновизнаних 
вагомих здобутків математичного моделювання у сфері природничих 
наук і техніки дає надію на успішне розв’язання повсталих в економіці 
(теорії та практиці) проблем, що в свою чергу сприятиме розробці аде-
кватних управлінських рішень у практичній економіці (економічній 
політиці) суспільства, які зазвичай приймаються в різноманітних умо-
вах швидкоплинних подій калейдоскопічного характеру. Саме 
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комп’ютерні сценарії розвитку подій сприяють отриманню виважених 
раціональних і своєчасних знань, які необхідні для прийняття раціона-
льних управлінських рішень у сфері економіки. 

Адаптація, будучи однією з доктрин теорії систем, у монографії по-
стає як перебудова не тільки структури алгоритмів моделювання, вона 
означає також глибоку варіацію параметрів математичної моделі (далі 
— ММ) у середовищі обраної схеми моделювання. По-іншому вбача-
ється гнучке використання наявних засобів на всіх етапах моделюван-
ня, тобто адаптація носить наскрізний характер. Таким чином, у кож-
ному конкретному випадку досягатиметься якомога кращий у певному 
сенсі результат моделювання — отримуватимуться якісні та кількісні 
оцінки стосовно об’єкта дослідження, яких раніше не могло бути 
принципово. Налаштування алгоритму моделювання (його морфоге-
нез) продиктовані самим ходом обчислювального експерименту, відк-
ликаючись на проблеми з комп’ютерної точки зору. У цілому зазначена 
адаптація співзвучна з самонавчанням, певною мірою також відповідає 
самоорганізації комп’ютерного моделювання. 

Економіці, що завжди є, за своєю сутністю, нелінійно трансфор-
маційною, в епоху глобальних кардинальних змін у суспільстві ха-
рактерні практично непередбачувані процеси, глибока змінюваність 
зовнішнього середовища та перебіг внутрішніх економічних механі-
змів. Тільки на підґрунті моделювання, використовуючи адаптивні 
математичні моделі, можна пізнати нелінійну динаміку, здобуваючи 
футурологічні оцінки — сценарії можливої поведінки економічних 
процесів у певних умовах. У цьому полягає головне призначення 
адаптивного економіко-математичного моделювання нелінійних 
процесів макроекономічної динаміки — зазирнути в найближче 
майбуття економічної системи і бути, як дбайливий господар, гото-
вим до можливих ризиків і негативних впливів, прагнучи максима-
льно зменшити їх наслідки, якщо не уникнути їх. 

Мета монографії полягає у розробленні ключових елементів те-
орії та методологічних концептів адаптивного економіко-мате-
матичного моделювання динаміки нелінійних систем. 

Досягнення мети вимагає розв’язання таких задач: 
 критичного аналізу ретроспективи моделювання нелінійної 

економічної динаміки; 
 обґрунтування необхідності побудови і застосування неперерв-

них динамічних моделей економіки (систем звичайних диференцій-
них рівнянь) на відміну від економетричних; 

 створення теоретичних засад побудови рівнянь математичної 
моделі економічної динаміки; 
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 розроблення техніки м’якого моделювання нелінійних проблем 
економіки; 

 розкриття змісту адаптології економіки; 
 детермінації економіко-математичного моделювання як на-

скрізного адаптивного процесу (адаптація або гнучке використання 
моделей та інструментарію їх дослідження); 

 виконання закону Ешбі про необхідну різноманітність засобів 
та інструментів у пізнанні складної системи, економічної зокрема. 

У першому розділі монографії уявлення про трансформаційну 
економіку розглядаються з позиції комп’ютерного моделювання. 
Акцентується увага на патернах системності, нелінійності та адаптації 
як рушійних у поведінці економічної системи. Кібернетичний і си-
нергетичний підходи у сучасному економічному аналізі позиціону-
ються як взаємодоповнюючі, підкреслюючи їх особливості та від-
мінності. Розкривається зміст адаптивних механізмів економіки, 
глибоке і повне пізнання котрих можливо здійснити лише шляхом 
побудови та застосування аналітичного (математичного) і 
комп’ютерного моделювання. 

Другий розділ присвячений синергетичним моделям різноманітних 
явищ і процесів нелінійної трансформаційної економіки. Спочатку ві-
домі рівняння Вольтерра—Лотки тлумачаться з економічної точки зо-
ру, потім концепти їх одержання узагальнюються і поширюються на 
побудову рівнянь ММ нелінійної економічної динаміки. У новостворе-
них моделях ураховано деякі характерні риси економіки (насиченість, 
спадковість, флуктуації). Класична модель Гудвіна набула подальшого 
розвинення, ураховуючи людський капітал і різні способи його інвес-
тування. Економіка суспільства описана в координатах «корупція — 
тіньова економіка — легальна економіка», оцінювання змінних якої 
надало умови зменшення негативних явищ (корупції) або їх співісну-
вання з легальною економікою. Визначено поняття економічної кіне-
тики та запропоновано деякі кінетичні моделі макроекономіки. 

Отримано альтернативну множину ММ економічного стану (од-
нопараметричних і двопараметричних моделей), на підґрунті якої 
запропоновано універсальну адаптивну модель нелінійної економіч-
ної динаміки: вказано принципи її побудови; розглянута так звана 
проблемно-орієнтована адаптація ММ. Розділ завершується модифі-
кацією класичної моделі Лоренца в координатах «платоспроможний 
попит — виробнича функція — умовна ціна», якою описується еко-
номічна структура суспільства. 

У третьому розділі здійснено якісний аналіз ключових ММ нелі-
нійної економічної динаміки — розвинуто техніку побудови фазових і 
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параметричних описів, котрим надано економічне тлумачення. Вперше 
у моделюванні економіки вводиться поняття структурного портрету, 
який являє собою об’єднання площин змінюваності коефіцієнтів моде-
лі, в яких поведінка фазових траєкторій якісно міняється (від м’якого 
до жорсткого збурення — плавного і стрибкоподібного нарощування). 

Виконано моделювання економічної структури суспільства у си-
стемі координат «капітал — платоспроможний попит — норма при-
бутку», розглядаючи площинні ММ, в яких дві змінні є функціями 
третьої. Таким чином, вперше у нелінійному економічному аналізі 
кількісно вивчаються нові нелінійні залежності, доповнюючи тра-
диційне «попит — пропозиція». По-іншому досліджується взаємна 
еволюція факторів економічної системи — їх співіснування за збе-
реження цілісності економічної системи. 

Розглянута поведінка неформальної економічної популяції (на зра-
зок маркетингової мережі) з урахуванням у ММ фактора запізнення. 

Проблема зайнятості членів суспільства вивчається із застосу-
ванням точкової (скупченої) моделі, її якісного аналізу. Міграція 
трудових ресурсів описується моделлю з розподіленими параметра-
ми і двома просторовими координатами, використовуючи аналітичні 
наближені розв’язки, тобто має місце аналітичне моделювання. 

З використанням ММ у координатах «власний капітал — кіль-
кість працюючих — запозичений (залучений) капітал» аналізується 
поведінка фірми у ринковій економіці. Здійснено комп’ютерне мо-
делювання маркетингу і менеджменту фірми. 

Розділ 4 починається з моделювання динаміки деяких соціально-
економічних явищ (різних за змістом, але описуваних одним класом 
диференційних рівнянь). ММ об’єднане у межах кластер-процедури, 
що є прикладом ендогенної адаптації як моделей, так і результатів їх 
вивчення (спостерігається взаємозбагачення). 

Вперше в економічній літературі проблема економічного парт-
нерства досліджується з позицій математичного моделювання — за-
пропоновано ММ і виконано її якісний аналіз: вказано нерівності 
(ділянки варіації) для коефіцієнтів моделі, за числових значень яких 
матиме місце взаємовигідне співробітництво або один із партнерів 
пригнічуватиме іншого. 

Детально описано процедуру адаптивного кількісного аналізу 
ММ нелінійної економічної динаміки, якою передбачаються вмоти-
вований вибір числового методу і гнучка стратегія кроку інтегру-
вання жорстких рівнянь. 

Прагматичним наслідком попередніх теоретичних розробок ста-
ло комп’ютерне моделювання інфляції в українському суспільстві. 
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Результати модельного (обчислювального) експерименту досить 
вдало описують економічні реалії. 

Інтерактивна нелінійна макроекономічна динаміка розглядається в 
просторі з координатами «платоспроможний попит Q — виробнича 
функція F — умовна ціна p», де будуються площинні моделі — систе-
ми рівнянь: Q(p) і F(p); Q(F) і p(F); p(Q) і F(Q), які кількісно вивчають-
ся. Серед зазначених нелінійних залежностей тільки одна Q(p) [або 
p(Q)] традиційно відома, всі інші вперше пропонуються до вивчення у 
нелінійному економічному аналізі. 

На завершення розділу 4 наводяться формули: а) темпу еволюції 
економічної системи загалом, володіючи темпом розвитку структу-
рних її складових; б) щомоментної еластичності. Згідно з цими фор-
мулами відбуваються обчислення апостеріорного характеру, в яких 
суттєво використовується числова інформація про моделювання не-
лінійної економічної динаміки. 

У розділі 5 обґрунтовується потреба в оптимізації траєкторій нелі-
нійної економічної динаміки, використовуючи ММ та методи пошуку 
оптимальних розв’язків. Для прикладу розглянуто модель Солоу з ура-
хуванням інвестиційного лагу та здійсненням контролю за траєкторією, 
застосовуючи відомий OGY-метод. Запропоновано узагальнену модель 
неокласичної теорії економічного розвитку, у котрій системно урахо-
вуються темп використання трудових ресурсів, рівень міжнародної до-
помоги та лаговий характер введення фондів. Стабілізація траєкторії 
найкращого росту здійснюється за допомогою OGY-методу — процесу 
послідовних наближень (простої ітерації). 

Монографія завершується розділом 6, де викладено основи комп’ю-
терного моделювання динаміки економічного ризику: а) на підґрунті 
класичних (одновимірних) моделей економічної динаміки розроблено 
спосіб числового оцінювання поведінки розв’язку; б) для моделей еко-
номічної динаміки вимірності два і три запропоновано методику апос-
теріорного покоординатного розрахунку числової міри ризику. 

Приймаючи до уваги роль людини у розвитку економічної сис-
теми, цілком логічно надавати особі, що приймає рішення (ОПР) не 
тільки сценарії еволюції, але й пропонувати найкращий результат 
моделювання при певних формалізованих обставинах, надаючи чис-
лову оцінку ступеню економічного ризику. Остаточне рішення, пра-
вда, завжди лишатиметься за ОПР, котра оцінює цілу низку нефор-
малізованих у ММ умов і привхідних обставин. 

Автор висловлює сердечну подяку членам кафедри економіко-
математичного моделювання за сприяння і всіляку допомогу у дос-
лідженні нелінійної економіки. 
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В.1. Елементи математичного моделювання:
проекція на економіку

Як конструктивний спосіб пізнання зовнішнього сере-
довища математичне моделювання суттєво розвинулось [100, 101,
119, 124, 144] у другій половині XX ст., досягнувши вражаючих
результатів у фізиці, автоматизації проектування в електроніці та
інших сферах. Були сформовані фундаментальні поняття, підхо-
ди, вимоги щодо об’єкта і предмета моделювання, його інстру-
ментарію, призначення яких має міждисциплінарний характер.

До моделювання, зокрема математичного, спонукує ціла низка
підстав:

а) значна нелінійна динаміка та калейдоскопічний характер
подій у деяких сферах буття;

б) існують такі ділянки наукових досліджень, в яких можливості
проведення натурного експерименту або розгляд матеріальних моде-
лей вкрай обмежені чи навіть неможливі. До числа таких галузей на-
лежить економіка, якій притаманна наближеність даних, неповнота
статистичної інформації, дрейф параметрів і лаговий характер подій;

в) бажання чи потреба з будь-яких причин відновити деякі си-
туації з метою їх скрупульозного аналізу;

г) виробнича необхідність в оперативному вивченні певних
процесів, щоб встановити наявні тенденції (тренди) та вибудува-
ти сценарії розвитку подій;

д) своєчасно і всебічно виконати дослідження (у повному обсязі),
на підставі результатів якого прийматимуться управлінські рішення.

Наведемо загальноприйняте [144, 172, 175] у науці визначення
моделювання: вивчення предмета пізнання не безпосередньо,
а опосередковано, на основі аналізу деяких інших допоміжних
конструкцій, які називаються моделями.

Слушно нагадати, що німецький філософ І. Кант ще у XVIII ст.
говорив: «Будь-яке людське пізнання починається зі споглядання,
переходить від нього до понять і закінчується ідеями». За суттю,
вербалізація предмета моделювання передує формалізації про-
блеми — початковому етапу математичного моделювання як ме-
тоду пізнання.
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Фізик Кельвін також у XVIII ст. стверджував, що зрозуміти
явище — це означає, побудувати його механістичну модель. Оче-
видно, що нині треба володіти математичною моделлю (ММ), яка
сприяє точному і цілком визначеному опису об’єкта моделюван-
ня. Отже, для адекватного опису механізмів економіки з метою
належного її регулювання та управління нею ММ мають бути
динамічними, тобто систематизовано викладеними не алгеб-
раїчними, а диференційними рівняннями — щонайменше, бути
точковими моделями.

Принагідно треба зауважити, що найбільші труднощі, як і зна-
чні успіхи, математичного моделювання сьогодні зумовлені саме
вибором належної ММ, перш за все адекватної і відносно прос-
тої. Більше того, нині поширена думка [38, 46, 169, 172], що саме
вміння будувати і застосовувати ММ, адекватною реальному
об’єктові, свідчить про зрілість конкретної науки.

Серед відомих сучасних методів моделювання найточніше ви-
значеним і найбільш затребуваним виявилось математичне моде-
лювання [85, 99, 100, 101, 143, 144, 163, 169, 172], в якому споча-
тку описується мовою математики досліджуваний об’єкт, а потім
він вивчається математичними засобами, з використанням паке-
тів прикладних комп’ютерних програм числового аналізу.

Вкажемо на основні етапи математичного моделювання, по-
передньо зауваживши, що воно включає об’єкт вивчення, суб’єкт
(дослідження) і модель, що стоїть між ними.

Етап 1. Конструюється модель об’єкта, яка відтворює суттєве
з позицій суб’єкта.

Етап 2. Виконуються так звані модельні експерименти, в яких
цілеспрямовано вивчаються умови функціонування моделі, добу-
вається і систематизується інформація щодо її поведінки.

Етап 3. Отримане на попередньому етапі знання переноситься
на реальний об’єкт уваги дослідника.

Етап 4. Здійснюється перевірка набутих за допомогою моделі
знань, які використовуються для побудови узагальнюючої теорії
реального об’єкта з метою цілеспрямованої структуризації його
та доцільного управління.

Комплексно в математичному моделюванні виокремлюють дві
взаємопов’язані складові (як сторони однієї медалі):

1) постановка проблеми і побудова її ММ;
2) дослідження одержаної ММ засобами математичної теорії

якісного та числового аналізу.



Монографія 13

Згадувана вище тріада (суб’єкт — об’єкт — модель) слугує
каркасом комплексу, надважливого у своєчасному плануванні
(горизонт прогнозу) і ефективного управління динамікою еконо-
мічної системи.

Моделювання, будучи ітеративним процесом, розширює і по-
глиблює знання про досліджуваний об’єкт, уточнюючи їх щора-
зу, а інколи відкриваючи щось нове. Отже, моделювання сприяє
самовдосконалюванню, самоорганізації знань.

На рис. В.1 графічно зображено сутність і послідовність про-
цесу математичного моделювання нелінійної динаміки економіч-
ної системи:

1

2

3

4

5

7

6

С
та
ти
ст
ич
ні

 д
ан
і

Так

Ні

1) економічна теорія;

2) конкретна проблема економіки;

3) когнітивна модель проблеми як результат існую-
чої теорії (економіки, математики);

4) оцінка параметрів моделі, яка здійснюється з до-
лученням статистичної інформації;

5) математична модель (ММ), її якісне і кількісне
вивчення;

6) адекватність ММ;

7) використання результатів моделювання у теоре-
тичній і практичній економіці.

Рис. В.1. Глобальні зв’язки економіко-математичного
моделювання нелінійної динаміки

Ітеративний характер, що відтворюється зворотними зв’яз-

ками від блоку 
6

 на 3  і від 7  на 1 , сучасних
економічних досліджень за допомогою математичного моделю-
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вання виявляється у такому: від існуючої (панівної) теорії еконо-
мічної науки способом моделювання досягається завершеність
(досконалість) її теоретичних поглядів для цілеспрямованої, про-
думаної і відповідальної практики, економічної політики у суспіль-
стві, особливо з глибоко трансформаційною економікою.

Загалом економіко-математичне моделювання динаміки вка-
зує на рівень математизації економічної науки, надаючи довер-
шеності її концепціям на підґрунті системного відтворення при-
роди економіки адекватними ММ, їх багатоваріантного вивчення,
включаючи екстремальні режими функціонування, за рахунок
точності та універсальності розв’язків моделей. Доречно прига-
дати слова Леонардо да Вінчі: «Жодне людське дослідження не
може називатись істинною наукою, якщо воно не перейшло через
математичні доведення».

Варто також зазначити, що в економіко-математичному моде-
люванні нелінійної динаміки спостерігається певною мірою син-
тез різнорідних знань (економічна теорія, звичайні диференційні
рівняння, інформатика, синергетика тощо), підпорядкований си-
стемному вивченню економічної дійсності, тобто має місце полі-
дисциплінарний характер дослідження економіки. Між іншим,
саме синтез наукових дисциплін сприяє сходженню до вершин
знання, зокрема економічного.

В.2. Парадигма адаптації

Далі стисло висвітлюється ретроспектива (віхи) адап-
тації, якою просякнуто все суще (природні та штучно організова-
ні системи різного призначення), привертаючи увагу до біології
та техніки — перш за все до теорії автоматичного управління
(ТАУ) і систем автоматичного управління (САУ), причому
останнє є практичним втіленням першого.

На рис. В.2 зображено [110, с. 230] один із можливих варіантів
структури (змісту) теорії систем, серед складових якої перебува-
ють практично всі наукові дисципліни, що широко використову-
ються в економіці, наприклад, теорія регулювання (управління) і
теорія оптимального управління — менеджмент, теорія інформа-
ції, зокрема економічної, дослідження операцій, теорія адаптації,
синергетика, теорія ієрархічних систем. У фундаменті теорії сис-
тем лежать математика, знання про природу і суспільство та при-
кладні науки.
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Тепер наведемо дефініції двох важливих понять з метою по-
дальшого викладу матеріалу монографії.
Парадигма (гр. paradeigma — приклад, взірець, патерн) — па-

нівна концептуальна система, стиль мислення.
Концепція (лат. conceptio — розуміння) — певний спосіб ро-

зуміння, точка зору, керівна ідея, провідний задум, система по-
глядів.

Генезис адаптації розглядається через призму економіки, про-
ектуючи на неї результати.

Як іманентна й онтогенетична властивість світу адапта-
ція вперше і цілком закономірно розглядалась у біології почи-
наючи від епохи дарвінізму. Нижче наведено квінтесенцію ре-
зультатів біокібернетики [11] з урахуванням контексту моно-
графії. Відразу зазначимо, що в економічній літературі вже є
приклади [17, 26, 50, 108, 135, 138, 165, 166] успішного викорис-
тання біологічних підходів і термінів до вивчення економіки.

Спочатку постулюється таке: пристосування кожного виду до
неживої природи або навколишнього середовища є адаптація,
а до партнерів по спільноті — коадаптація.

Еволюцією називається закономірна змінюваність структури
популяції відповідно до історичних перетворень співвідношень із
зовнішнім середовищем і являє собою процес доцільної або про-
гресивної оптимізації інтегральної системи життя. Ця оптиміза-
ція проходить по структурному, функціональному, інформацій-
ному полю показників на всіх рівнях ієрархічної системи. Те, що
відбулося на одному з цих рівнів прогресивної адаптації, неми-
нуче викликає зміни на всіх інших рівнях.

Зауваження! Так звана прогресивна оптимізація пов’язується
з адаптацією. На сьогодні це фундаментальна істина в теорії
управління [99, 150].

Велику роль відіграють міжпопуляційна взаємодія та ієрархі-
чна організація популяцій (внутрішньовидова структура) для ре-
гуляції і гомеостазу біологічної системи.

В еволюції виду відображається інтегральний ефект пере-
творення популяцій. У міжвидових змаганнях виявляються
якісні та кількісні показники процесів адаптації різних популя-
цій, котрі оцінюються у груповому природному відборі. В ці-
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лому еволюція стає помітною у самоналаштуванні системи, що
складається з елементарних циклів регуляції у кожній попу-
ляції.

Численні і важливі механізми еволюції у концентрованій і
прискореній формах виступають у процесі онтогенетичного роз-
витку. Вони відповідно відрізняються способами регулювання із
загальної ТАУ.

Процеси мікроеволюції переходять у макроеволюцію, причо-
му формою такого переходу стають міжпопуляційні зв’язки.

З числа прикметних рис біологічної системи, яка вважається
однією з найбільш складних, виокремимо дві, а саме: а) відкри-
тість, пов’язана із зовнішнім середовищем вхідним і вихідним
каналами зв’язку, які перебувають під контролем системи; б) зда-
тність до саморозвитку і регуляції як внутрішніх взаємозв’язків,
так і факторів зовнішнього середовища.

Принцип стійкої нерівноважності як основний в організації, як
всезагальний закон існування біологічних систем формулюється
так: вони ніколи не залишаються у рівноважному стані, завжди
діють сили, спрямовані проти рівноваги.

Нерівноважний стан докорінно різниться від динамічної
рівноваги, яка є неперервним балансуванням приходу і розходу.

Живі системи характеризуються неперервно виконуваною ро-
ботою зі створення негентропійних і нерівноважних структур, що
сприяє процесам самоорганізації.

Виняткова структурна складність і множинність зворотних
зв’язків у біокібернетичних системах перетворює процеси управ-
ління на процеси внутрішнього саморегулювання за власними
законами організації системи (спонтанна активність розвитку).

З числа відомих [11, 31, 41] семи рівнів доцільного саморегу-
лювання біосистеми виокремимо такі: а) адаптація шляхом пере-
будови внутрішньої структури і функцій системи за умови довго-
часної постійної дії слабких ентропійних факторів; б) розвиток
шляхом об’єднання і реалізації в одній системі всіх попередніх
рівнів саморегуляції за умови дії різних ентропійних факторів;
в) еволюція на шляху використання нових видів субстанції та
енергії за умови дії ентропійних факторів навколишнього (зовні-
шнього) середовища. Безумовно, зазначене може використовува-
тись у моделюванні економіки.
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Саморегуляція має не тільки матеріально-енергетичну, але й
інформаційну складову і являє собою вид руху інформації, який
зменшує невизначеність системи, зокрема економічної.

Важливо знати час релаксації, що характеризує швидкість
повернення її основних змінюваних параметрів до околу по-
чаткових значень після збурення. З цим часом пов’язано спів-
відношення довгочасності перехідних і усталених режимів си-
стеми.

Такі складні системи, як біологічна (економічна також) багаті
множиною процесів кооперативного характеру. Продукт коопе-
ративного процесу впливає [11, c. 57] на швидкість його перебігу
(рис. В.3).

Швидкість
процесу

Закон
взаємодії

Продукт
процесу

Рис. В.3. Схематичне зображення перебігу
кооперативного процесу

Закон взаємодії залежить від кількості продукції.
Зауваження! Огляд літератури з економіко-математичного
моделювання свідчить про використання головним чином бі-
лінійного закону взаємодії (одного із законів кінетики).

Нарешті, зупинимося на факторах динаміки популяцій. Вони
діють як складна сукупність, в якій напрямок і характер впли-
ву одного елемента (агента) зумовлюється співвідношенням з
іншими.

Динаміка популяцій [11, 31] відображає кількісний бік боро-
тьби за існування. Це виявляється у змінюваності в часі чисель-
ності її індивідів. Як процесу їй притаманне таке: існування кри-
тичних (порогових) значень; ефект лага; кумуляція впливів
взаємодіючих численних змінних і пов’язані з цим нелінійні за-
лежності. Дослідження динаміки популяцій зводиться до опера-
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цій вимірювання (отримання даних про залежні і незалежні змін-
ні), аналізу (встановлення суттєво важливих змінних), опису, мо-
делювання та оптимізації.

Складність системи визначається зростанням кількості її еле-
ментів, ступенем розгалуження (гіллястістю) структури і різно-
манітністю внутрішніх зв’язків. Складні системи, будучи нелі-
нійними, можуть мати кілька особливих точок і граничних
циклів.

Якщо нестійка особлива точка оточена стійким циклом, то ма-
лі відхилення від положення рівноваги ведуть систему до зату-
хаючих коливань — випадок м’якого збурення. Також мають мі-
сце системи з жорстким збуренням — поштовх достатньої сили
породжує в системі незатухаючі коливання. Між точкою стійкої
рівноваги і стійким циклом лежить щонайменше один нестійкий
цикл.

Якщо існує кілька стійких циклів, то можлива наявність кіль-
кох досить чітко виокремлених станів, між якими допускаються
переходи.

Коливання, пов’язані з наявністю стійких граничних циклів,
називаються автоколиваннями. Поведінка автоколивних систем
близька до стійкої нерівноважності.

Структурним підґрунтям самоорганізації слугує множинність
елементів та розгалуження зв’язків між ними, що веде до появи
цілісності, а функціональним фундаментом — розвиток гнучкої
взаємодії між елементами за допомогою зворотних зв’язків,
спрямованих на оптимізацію системи.

Зауваження! Сказане цілком відповідає економічній самоор-
ганізації.

Насамкінець, адаптивні механізми біологічної системи (живо-
го організму) не вичерпуються досягненням кінцевої мети —
збереження гомеостатичного стану. Пристосування її до зовніш-
нього середовища відбувається як неперервний процес, під час
якого збільшується рівень гомеостазу за рахунок наростаючого
ускладнення.

Адаптація в біології є процес пристосування будови і функцій
організмів та їх органів до умов середовища [41, 82]. Принципо-
логія адаптації почала активно розроблятися і використовуватися
в техніці, зокрема в теорії управління об’єктами значної складно-
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сті через наявність неповної апріорної інформації в умовах пев-
ної невизначеності перебігу процесу [139].

Адаптація визначається як процес цілеспрямованої змінюва-
ності параметрів і структури складної системи (об’єкта нашої
уваги), котрий включає критерії функціонування та їх викорис-
тання, допускаючи альтернативу їх застосування залежно від
стану.

Адаптація в ситуації невизначеності середовища і породжено-
го цим ризику та складності об’єкта покликана сприяти якомога
кращому досягненню цілей існування.

Розрізняють: пасивну адаптацію — пристосування до фіксо-
ваного середовища, тобто система, що адаптується, діє таким
чином, щоб виконувати функції якнайкраще; активну адап-
тацію — цим передбачається виплив на формування такого зов-
нішнього середовища, щоб ефективно досягти поставлених ці-
лей. Обидва види адаптації одночасно взаємодіють у процесі
функціонування системи, досягаючи оптимальності в певному
сенсі.

Серед існуючих у техніці способів реалізації процесу адап-
тації приваблює цілком закономірна можливість варіативності
алгоритму адаптації (використовується в техніці), і критеріїв
життєдіяльності системи (змінюваність цілей притаманна біо-
логії).

Адаптація об’єкта передбачає перегляд межі, що розділяє
об’єкт дослідження і зовнішнє середовище.

Адаптація цілей передбачає пристосування потреб і вимог
особи, що приймає рішення (ОПР), узгоджених з можливостями
системи моделювання.

Спостерігаються такі рівні адаптації: параметрична — викли-
кана дрейфом характеристик керованого об’єкта і пов’язана з ко-
рекцією або підлаштуванням параметрів моделі об’єкта; струк-
турна — коли відбувається перехід від одного до іншого
варіанта моделі, альтернатива яких допускає різну кількість і різ-
номанітний характер входу—виходу, можливості декомпозиції і
структурної організації складових моделі. Структурну адаптацію
поділяються на альтернативну й еволюційну, причому перша
відрізняється незначною кількістю своїх можливих структур,
а друга, тобто еволюційна, за своєю суттю відповідає еволюції в
біології — плавному і поступовому, без стрибків, переходу від
одного стану до іншого. Кожному рівню ієрархії адаптації влас-
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тива своя часова константа, яка зростає для вищого ступеня ієрар-
хічності.

З точки зору моделювання зазначимо таке. Алгоритмічний
рівень адаптації пов’язується з пристосуванням схем обробки
інформації, враховуючи специфіку розв’язуваних задач.

На програмному рівні адаптації здійснюється процес присто-
сування вибором потрібної програми комп’ютерного моделю-
вання з альтернативної множини. За своєю суттю, такий процес
відповідає реалізації алгоритмічного рівня адаптації, долучаючи
програмне забезпечення комп’ютера.

Системний рівень адаптації покликаний покращувати дієвість
всестороннього вивчення об’єкта моделювання.

Згодом з’явилась так звана проблемно-орієнтована адаптація
[69, 145], що вельми успішно реалізована [146] і зарекомендувала
у системах автоматизації проектування. Вказаний варіант адап-
тації являє собою цілеспрямоване самонавчання підсистеми чис-
лового аналізу динамічних режимів нелінійних електронних та
електричних ланцюгів (мереж). Процес такого самонавчання фор-
мується умовами моделювання. Проблемно-орієнтована адапта-
ція покликана здолати низку обчислювальних труднощів системи
моделювання, причому вони диктують використання адекватного
математичного апарату.

Адаптуватись означає перебудуватись, орієнтуючись (ставля-
чи за мету) на ефективне розв’язання задач, їх широкий клас.
Кожного разу для нової задачі слід будувати свій адекватний ал-
горитм. Варіюючи структурою моделі об’єкта і алгоритмом кіль-
кісного аналізу, означає відмовитися від жорстких конфігурацій,
які вичерпали свої можливості на простих задачах моделювання
економіки.

Формування механізму адаптації багаторівневе: відбува-
ється зміна мети і стратегії розвитку; здійснюється пристосу-
вання організаційної структури об’єкта як цілого і його скла-
дових.

Органічно постає проблема управління — процес організа-
ції цілеспрямованої дії на об’єкт (його математичну модель),
внаслідок чого відбувається перехід до належного (бажано-
го) стану об’єкта. При цьому варто пам’ятати про ОПР, чиї зав-
дання (цілі) реалізуються при здійсненні управління моделю-
ванням. Адаптація — шлях до ефективних управлінських рі-
шень.
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Наостанок зауважимо, що, незалежно від походження, си-
стеми поділяються на: 1) ізольовані — до них не постачаєть-
ся або відбирається субстанція, енергія чи інформація; 2) зак-
риті, в яких не відбувається експорт або імпорт речовини, але
має місце обмін енергією чи інформацією; 3) відкриті, в яких
спостерігається обмін із зовнішнім середовищем зазначени-
ми вище компонентами буття.

Саме до таких систем належить економіка, якій притаманна
багатокритеріальність функціонування, наявність обмежень ен-
до- і екзогенного характеру, екстремальність значень критеріїв
оцінки економічного стану в цілому та його складових — при-
родне і безмежне поле адаптації.
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рунтуючись на працях науковців: Вітлінського В.,
Волкової В., Делокарова К., Денісова А., Євстигнєє-
ва В., Євстигнєєвої Л., Єрохіної Є., Клебанової Т.,

Князєвої О., Курдюмова С., Ласло Е., Мельника Л., Моісєєва М.,
Мочерного С., Нусратулліна В., Петрова А., Пономаренка О.,
Поспєлова І., Пригожина І., Ровінського Р., Рузавіна Г., Хайтуна С.,
Хакена Г., Чепелєва В., Яковця Ю. та інших, з позицій комп’ю-
терного економіко-математичного моделювання (ЕММод) вис-
вітлюються проблеми трансформаційної економіки, тобто ди-
наміки економічних процесів (переходу від одного стану до ін-
шого).

Стисло викладено головні на сьогодні здобутки на ниві вербаль-
ного вивчення економіки, керуючись системним мисленням (ана-
лізом) і перебуваючи на синергетичних позиціях, тобто згадуване
вище розглядається через призму відтворення рівняннями мате-
матичної моделі (далі — ММ) і наступного якісного і кількісного
аналізу. Приймемо гіпотезу, що обчислювальний експеримент в
економіці непідвладний уподобанням (індивідуальним або гру-
повим), вільний від будь-яких обмежень, допускає екстремальні
режими випробування; дозволяє з’ясувати всі обставини, що
сприяють тим чи іншим властивостям, межам їх виявлення; ви-
ключає значні матеріальні (перш за все енергетичні) витрати і за-
бруднення довкілля, але разом з тим не може уникнути інформа-
ційного шуму. Таким чином з’ясовуються ключові фактори і
межі їх дії.

У літературі [21] наголошувалась особлива потреба на розроб-
ленні ЕММод на підґрунті синергетичного і системного підхо-
дів. Нині спостерігається (повсюдне і всебічне) переосмислення
концептуальних засад традиційного ЕММод, що викликано но-
вими економічними проблемами — стрімкою динамікою еконо-
мічних подій — перехідними процесами від одного до іншого

Ґ
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стану економіки. Розробляючи парадигмальні положення мате-
матичного моделювання економічних систем, варто пильно при-
дивлятися до світу живої природи, яка продукує нові ідеї і наво-
дить яскраві приклади.

1.1. Економічна еволюція: патерни системності
і нелінійності. Іманентність адаптації

Зважаючи на існуючі способи поділу [110, 131], еко-
номіка належить до числа мішаних систем (є штучні — створені
людиною, і природні).

Еволюція економіки відбувається в історичному часі та еко-
номічному просторі, координатами якого слугують економічні
фактори, що описують розвиток системи. Саме потоки субстан-
ції, коштів, інформації, виробничі процеси і розподіл суспільних
благ (послуг і товару) утворюють в сукупності динамічну еконо-
мічну систему, структура якої характеризується постійною змі-
нюваністю економічних зв’язків, їх інтенсивністю і силою, дрей-
фом елементів (складових) економіки.

З погляду математичного моделювання еволюція розкриваєть-
ся на основі принципів самоорганізації, на підґрунті трансформа-
ційного потенціалу всередині системи та топології взаємодії еле-
ментів, рівня їх взаємовпливу.

Траєкторія еволюції економічної системи являє собою геомет-
ричне місце точок, що відповідають можливим значенням дина-
мічних змінних (фазовим координатам) для довільного моменту
часу в економічному (фазовому) просторі.

Фазовий портрет є графічне зображення еволюції — послідо-
вних станів економіки за допомогою динамічних траєкторій фа-
зового простору.

Стан економічної системи визначається сукупністю характер-
них для неї величин — параметрів стану. Він детермінується об-
сягом товарно-грошових потоків, балансом доходів — видатків
тощо. Розвиток економічної системи пов’язаний зі змінюваністю
її станів. Формування узагальненої цілісної або системної карти-
ни макроекономічного розвитку зображено на рис. 1.1 [103,
с. 105] за участю факторів еволюції.
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Рис. 1.1. Складові (фактори) розвитку
економічної системи

Якщо Ч. Дарвін ще у середині XIX ст. відкрив три ключові фак-
тори розвитку живих організмів, то наприкінці XX ст. вони при-
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ймаються [112, 113] як фундаментальні для всього сущого. Роз-
виток економічної системи полягає у змінюваності — здатності
системи міняти свої стани, тобто здійснювати перехід до нового
економічного стану, що означає трансформацію попереднього
гомеостазу.

Спадковість — це здатність системи відтворювати характерні
риси і прикметні ознаки в череді послідовних змін. Це своєрідний
місточок між минулим і майбутнім: не тільки здатність майбут-
нього залежати від минулого, також здійснювати вплив майбут-
нього на теперішнє (врешті-решт по місточку рухаються в обох
напрямках!). Спадковість забезпечує не тільки закономірності
змін, але й сприяє стійкості систем.

Відбір являє собою виокремлення чогось із деякого середо-
вища за певною ознакою. Відбір претендує на селекцію в певно-
му розумінні якнайкращу, що має місце у природі. Критерій і фор-
ма відбору, зважаючи на його багатоваріантність (множину мож-
ливих шляхів еволюції) є два фундаментальні поняття. У природі
вони реалізуються як мінімізація дисипації енергії або збільшен-
ня ентропії.

Адаптаційні механізми засвідчують пристосування економіч-
ної системи до сигналів ззовні чи дій внутрішнього походження,
зберігаючи разом з тим цілісність системи та її прикметні ознаки
(система залишається в еволюційному руслі подій).

Починаючи з другої половини XX ст. стали відомими біфур-
каційні механізми, що відповідають такому характеру змін еко-
номічної системи, коли вона втрачає попередню цілісність і прик-
метні ознаки. Пропонуються альтернативні шляхи можливостей
набути іншої якості, каталізуються процеси розвитку, надаючи
максимальну кількість можливих варіантів економічного стану.
Як правило, спостерігається почергова дія адаптаційних і біфур-
каційних механізмів економічного розвитку.

Стану економічної системи відповідає атрактор, до якого тя-
жіють траєкторії (збігаються, закономірно еволюціонують).

Розрізняють такі економічні стани: стаціонарний — стійкий
гомеостаз; збудження — турбулентність; коли втрачається стаці-
онарність і відбувається пошук нового гомеостазу; рефрактор-
ність — заспокоєння, коли досягнуто новий гомеостаз.

Стаціонарність — це такий стан, протягом якого не від-
буваються принципово якісні зміни стану системи, але разом з
тим відбуваються внутрішні і зовнішні взаємодії, щоб система
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була стійкою (зберігала внутрішню рівновагу) при всій не-
рівноважності із зовнішнім середовищем. Новий стан харак-
теризується руйнацією внутрішньої рівноваги, втратою стій-
кості.

Трансформація стану економічної системи інколи зазнає стриб-
коподібної зміни значень своїх параметрів, що, зокрема, від-
повідає моменту кризи (дефолту) і називається фазовим пере-
ходом.

Критичні параметри (порогові значення) відповідають кризі,
з якої вихід деструктивний — все руйнується, або конструктив-
ний — перехід до нового стійкого стану з дещо іншими чинни-
ками та організацією структури.

Кризою закінчується однозначність, єдиний еволюційний шлях.
У відкритій системі для кризового стану за наявності зовнішньо-
го джерела енергії прибуває негентропія: якщо цього замало, то
реалізується частково або повністю деструкція, і навпаки. Само-
організація виступає механізмом конструктивного виходу з кризи
(енергія, що надходить, перекриває дисипацію, але це всього ли-
ше необхідна умова).

Зазначене вище у поєднанні із завжди не зовсім точними да-
ними, недостатньою повнотою і визначеністю економічної інфо-
рмації зумовлює значні труднощі пізнання економічної дійсності,
її законів на відміну від техніки, фізики, де такого роду фактори
кваліфікуються, як нештатна ситуація. Саме цим спричинено де-
яке безсилля класичної економічної науки у пошуку відповідей
на низку проблем сьогодення.

Крім того, економіка на відміну від природничих наук, в яких
структура досліджуваного об’єкта відносно жорстка (наприклад,
функціональна схема), насичена активністю суб’єкта господарю-
вання.

Стає зрозумілою потреба не тільки у принципово нових під-
ходах до дослідження економічних процесів, але й системно уз-
годжених для досягнення глибини всебічного вивчення об’єкта
моделювання.

Слід зауважити, що міждисциплінарний підхід несистемний,
бо саме останньому належить визначальне — синтезувати розрі-
знені факти і висновки в єдине ціле.

Системна методика являє собою цілеспрямоване на повнова-
гий результат об’єднання сукупності різних методів і прийомів
дослідження.
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На підґрунті описаного автору монографії вбачається така
узагальнена схема функціонування економіки (рис. 1.2).
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Рис. 1.2. Узагальнена схема функціонування економіки

Патерни системності. Фактично світ економіки — складне
ціле у взаємодії: прямо чи опосередковано все залежить від усьо-
го. В теоретичній і прикладній різновидах економіки гостро від-
чувається потреба у новій методології та інструментарії її ви-
вчення — спершу була нелінійна і синергетична риторика, си-
стемна рефлексія. Як свідчить історія економіки, така закономір-
ність вчення про економічну еволюцію, можливо, прикра, коли
процес вербалізації невиправдано затягується.

Основні положення системного мислення [15, 22, 103, 110,
135, 175]:

1) цілісність — міркування носить внутрішньо єдиний харак-
тер (одночасне наближення економічної структури, функцій, про-
цесів);

2) ітеративне мислення, в процесі якого відбувається послідо-
вне уточнення, — наближення до істини, адже економічній сис-
темі притаманні петлі зворотних зв’язків, полярних знаків;

3) самоорганізація як процес, здійснення якого зумовлено не-
зворотним часом t, нелінійним (на відміну від зворотного лінійно-
го) в розумінні об’єднання минулого, теперішнього і майбутнього;

4) інтерактивне моделювання, мета якого виявляється через
горизонт сценаріїв майбутнього, його конструктивізація.
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Загальновідомо, що цілеспрямовані дії не завжди дають бажа-
ний результат, а інколи — навпаки, чому слугують приклади з
реального життя. Тому корисним доповненням системного мис-
лення є поняття контрінтуїтивності, сутність якого визначається
таким: 1) причини і наслідок віддалені як у просторі, так і часі
(уповільнена дія); 2) причина і наслідок можуть мінятися місця-
ми; 3) одна подія викликає кілька наслідків; 4) усунення початко-
вої причини необов’язково усуває наслідок.

Системна методологія передбачає об’єднання в єдине ціле по-
слідовного процесу дослідження, ітеративного мислення і неген-
тропійної поведінки.

Системний підхід до аналізу економіки означає, зокрема:
• пояснити розвиток (функціонування і поведінку) об’єкта до-

слідження як цілого: його не зрозуміти, вивчаючи лише частки;
• ініціюється розвиток не тільки ззовні (за рахунок відкритос-

ті), але й внутрішніми поштовхами;
• підґрунтям розвитку виступають як боротьба протилежнос-

тей (діалектика буття), так і коаліції.
У цілому патерн зазначеної системності складає прикладну

теорію системного аналізу економіки. Прикладна теорія систем
являє собою своєрідний системний економічний аналіз, у якому
синтезуються формалізований опис об’єктів — ЕММ, методи їх
всебічного аналізу, досягнення в інших сферах знань, досвід та
інтуїція фахівців, підпорядковуючи все перераховане єдиній меті
— моделюванню конкретної проблеми.

Феномен економічного розвитку характеризується таким:
знання про предмет, який одночасно утворює середовище функ-
ціонування, є об’єктом управління і метою життєдіяльності. Фун-
дамент теорії розвитку — економічної еволюції, складають від-
криті ще Дарвіном рушійні фактори (сили), а саме: змінюваність,
спадковість і вибір. Розвиток природи економіки аж ніяк не є лі-
нійне нарощування ланок еволюційного ланцюга.

Ідея системності — провідна парадигма методології науки
XX ст., та й наукове мислення апріорі системне за визначенням.

Системне відображення організації економічної реальності
постає головним завданням економічної теорії.

Фундаментальні системотвірні поняття — нелінійність, від-
критість, структурна адаптація або самоорганізація, когерент-
ність, біфуркації, атрактор, хаос тощо. Вони вимагають іншого
мислення, відмінного від усталеного в економічній теорії.
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Актуалізація нелінійної системної методології пов’язана з ви-
кликами економічної дійсності, однією з прикметних рис епохи
— стійкою нестійкістю.

Стійкість економічної системи тлумачиться як здатність фун-
кціонувати за певних збуреннях ззовні та гнучкості структури і
певною мірою малій ендогенній трансформації.

Нестійкість динамічної економічної системи пояснюється її
нелінійністю. До речі, теорія нелінійних систем досить розвинута
у природничих науках.

Сучасні економічні проблеми уже не вписуються в рамки за-
звичай відомих рішень. На зміну старим підходам та інструмен-
там треба винайти нові, більш дієві. Проблеми та їх розв’язання
не можуть розглядатися без урахування зовнішнього середовища.

Математичне моделювання не тільки допомагає зробити умо-
тивований вибір, разом з тим воно є знаряддя цілісного мислення
і вивчення проблеми.

Якщо у класичній економічній теорії вивчається головним чи-
ном рівноважний стан економічної системи, то нині досліджуєть-
ся процес зміни (переходу від одного до іншого), тобто цікавить
динаміка подій. Предметом дослідження сучасного економічного
аналізу є динамічні процеси складових економіки на всіх її ієрар-
хічних рівнях.

Існують комбінації змінних, упорядковані у просторі, але не в
часі, і навпаки. Відомі чотири типи атракторів: 1) точковий; 2) цик-
лічний (коливання між двома типами рухів); 3) тор є упорядкована
складність, що повторює саму себе; 4) дивний. Їх тлумачать так:
точковий атрактор відбиває односторонню спрямованість; другий
тип відповідає доповнюючим один одного тенденціям стабільності
та змінюваності (має місце змінюваність пріоритетів та орієнтації);
торові атрактори (еквіфінальність / негентропія / самоналаштуван-
ня) слугують прикладом поведінки відкритих систем; дивний атрак-
тор (мультифінальність / самоорганізація, цілеспрямованість) ві-
дображає поведінку соціально-економічної системи з вибором ме-
ти і засобів (він сприяє реконструкції системи).

Кількісна характеристика однієї зі змінних у разі досягнення
порогового значення (кризової точки) ініціює фазовий перехід
стану економіки — стрибкоподібне набуття нових числових зна-
чень (якісних змін).

Закони хаосу універсальні і діють на усіх рівнях і масштабах.
Тільки вивчаючи ціле, можна зрозуміти поведінку його часток.
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Патерн нелінійності. В економіці все ще продовжуються,
скоріше, за інерцією та завдяки освіті, панувати лінійні моделі,
але поступово і неупинно домінуючий дух лінійного мислення
відступає під натиском реалій економічного буття. Методологіч-
но лінійна парадигма вичерпала всі свої потенції: лінійні моделі
неперервної економічної еволюції не виводять з глухого кута ні
теоретичну, ні прикладну економіку.

Класичне розуміння причинної залежності, коли причина ви-
ступає необхідною і достатньою умовою отримання результату,
неспроможне пояснити породження однією структурою кількох
функцій у фіксованому просторі.

В наше буремне (глибоко трансформаційне) економічне сьо-
годення викликає занепокоєння лінійне каузальне мислення: ло-
кальні лінійного характеру дії дуже часто призводять до глобаль-
ного хаосу, хоча, можливо, закладались щонайкращі наміри.
Спостерігаються намагання відійти від лінійної форми жорстко
детермінованої причинності, адже лінійний стиль мислення пра-
цює у досить своєрідних умовах, далеких від дійсності.

Рудиментом лінійного мислення виступає монокаузальність,
хоча насправді економіка багата на численні причини, взаємо-
пов’язані між собою нелінійно, таким же чином здійснюється
взаємовплив між ними. Для прикладу, незначними дозами під-
вищується частка якогось товару на ринку і врешті-решт таке на-
копичення веде до остаточного успіху. Він принципово не може
пояснюватися парадигмою лінійної економічної динаміки, але
цілком охоплюється іншим — нелінійною теорією: еволюція ма-
кроекономічних параметрів розвитку детермінується нелінійни-
ми мікроекономічними взаємодіями, особливо для сильно нерів-
новажних станів. Зазначений приклад цілком відповідає реальній
ринковій ситуації.

На наших очах відбувається поворот від одновимірного ліній-
ного мислення (причина—наслідок), характерного для класичної
економічної науки, до цілісного, або холістичного, багатовимір-
ного, нелінійного, за наявності зворотних (позитивних і негатив-
них) зв’язків. В економіці домінують нелінійні незворотні дії
процесів, що забезпечують можливість спонтанного виникнення
структур в умовах сильної нерівноважності.

Якщо менеджмент економіки базується на традиційних ліній-
них уявленнях про їх функціонування, то результат керуючого си-
гналу ззовні є однозначно передбачуваний прямопропорційний ре-
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зультат докладених зусиль. Як показує економічне буття, може
скластися хибна думка: чим більше вкладається, тим кращий
отримується результат, що зовсім не так. Схеми послідовного і по-
ступового накопичення малих зусиль недостатньо для створення
якісно нових станів, що засвідчується практичною економікою.

З числа прикметних рис лінійної парадигми виокремимо най-
більш істотні в сенсі математичного моделювання: 1) існування
єдиного розв’язку (економічного процесу); 2) неперервна (плав-
на, повільна) змінюваність характерних чинників економічної
еволюції; 3) зворотність економічного стану (розглядати минуле,
ретроспективний аналіз); 4) справедливий принцип суперпозиції
(накладання розв’язків) — пропорційність екзогенному сигналу.

Навпаки відбувається у нелінійній економічній системі, у кот-
рій все пов’язано зі всім: має місце багатопричинний характер
змінюваності стану економіки; причини постійно змінюються з
наслідками. Для ЕММ, котрими описуються економічні процеси,
це означає, що аргументи міняються місцями з функціями.

Якщо раніше лінійній парадигмі науки була властива чітка
відмінність суб’єкта і об’єкта, то нині спостерігається системна
нелінійна взаємодія між ними. Настав час визначити економіку
як складну з кількома рівнями ієрархії систему, на кожному з
яких примат суб’єктивного спостерігається, можливо, домінує.

Якщо у лінійній економічній науці донедавна існували пооди-
нці два напрями аналізу — класична (неокласична) економічна
теорія та інституціоналізм, то нині стає можливим їх синергетич-
не об’єднання, зважаючи на емержентність.

Елементи економічної системи мають різні темпи розвитку
[37, 43] (спостерігається швидкоплинні та повільні процеси), во-
ни перебувають у так званих різних темпосвітах. Всі різномасш-
табні системи, що розвиваються, є відкритими і нерівноважними.
Нерівноважність економічної системи та нелінійність її складо-
вих і самої в цілому тісно пов’язані.

Економічний світ складний і нелінійний. Економічне буття з
притаманним нелінійним характером підпорядковується законам
самоорганізації, бо саме нелінійна система здатна до самодії,
спонтанного зародження нових структур за рахунок внутрішніх
ресурсів. Між іншим, саме нелінійність ускладнює економічну
систему, не спрощуючи її.

У світі нелінійної економіки лінійна парадигма вичерпала
власні потенції. Моделі з лінійно-причинними зв’язками (підходи
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неокласичні, інституціональні) практично досягли стелі своїх
можливостей. Як ніколи раніше сучасна економіка повинна від-
мовитися від методу спроб і помилок, чого вимагає сьогодення.
Відчувається нагальна потреба у кардинальній зміні методології
економічного аналізу, який потребує підживлення, посилення
новими ідеями, інструментарієм.

Нелінійне мислення як стиль наукового економічного пошуку
тільки формується. Мається на увазі фундаментальна нелінійність
(глобального характеру, для системи в цілому), що притаманно
економіці, але не відображається поки що економічною теорією.

Переглядаються поняття і підходи економічної науки, допов-
нюючи класичний арсенал. Зароджується нове бачення економі-
чного розвитку, розуміння його процесу на відміну від класичних
уявлень.

Саме внутрішньою структурою економічної системи зумовле-
ні картини проміжних і остаточного станів та нелінійні перехідні
процеси між ними. Не зрозумівши природи економічної системи,
не з’ясувавши тенденції саморозвитку (її власні шляхи), не мож-
на нав’язувати майбутнє.

Ціла низка проблем як теоретичної, так і прикладної економі-
ки можуть стати розв’язаними, якщо долучити до своїх міркувань
дещо із напрацьованого про нелінійність і поведінку складних
систем (конструктивізувати і перенести на поле економіки). Еко-
номічна система, будучи завжди складною, володіє кількома мо-
жливими шляхами розвитку, але зупинитись можна тільки на од-
ному з них, вибір якого має допомогти здійснити нелінійний
економічний аналіз на підґрунті математичного (комп’ютерного)
моделювання економіки.

1.2. Кібернетичний і синергетичний аспекти
нелінійного економічного аналізу

Економіці властива мета функціонування і наявність
багатьох шляхів її досягнення, серед яких, напевно, існує най-
кращий у деякому сенсі.

Економічна система неперервно якісно змінюється, що виявля-
ється через: а) її складові; б) умови і середовище діяльності та мор-
фогенез; в) інтенсивність впливу (від домінування до латентності)
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зв’язків ендо- та екзогенного походження; г) ступінь нелінійності,
що докорінно впливає на життєдіяльність економіки як цілого.

Управління економічною системою — творчий незворотний
процес упорядкування, набуття нею нової організації або струк-
тури внаслідок функцій управління, також використання інтелек-
ту суспільства як джерела створення негентропії та її збільшення.

Інтелектуальна енергія — потужне джерело негентропії, яв-
ляючи собою особливий вид енергії, коли має місце перетворен-
ня різноманітної інформації, чим забезпечується упорядкування
різних структур — відбувається управління і регулювання. Слу-
шно зауважити, що згадуване перетворення інформації обходить-
ся без видимих затрат енергії та субстанції.

В управлінні економічною системою треба орієнтуватись не
стільки на бажання управлінця, скільки брати до уваги тенденції роз-
витку, не виключаючи появи вільних від контролю зон і допускаючи
моменти відсутності контролю. Існує єдиний шлях пізнати і урахува-
ти зазначене — це сповна скористатись можливостями економіко-
математичного моделювання, тобто здійснити широкомасштабний
обчислювальний (модельний) експеримент в економіці.

Основні напрями удосконалення управління економічною си-
стемою формулюються так [103]:

а) життєспроможність — через самоорганізацію;
б) керованість — через децентралізацію;
в) ефективність — через многовид можливостей;
г) прогрес — через вільну енергію;
д) удосконалення — через відбір.
Пізнання природи економічної системи, законів її розвитку,

щоб уникнути традиційного методу проб і помилок, також пе-
редбачає моделювання зазначених напрямів, серед яких ключо-
вими, на наш погляд, є пункти а), в) і д). Тільки на підґрунті еко-
номіко-математичного моделювання можна безболісно втрути-
тися в таємничості економічної природи.

Економіка являє собою регульоване інтелектом утворення ви-
сокоупорядкованої структури. У витоків новоутвореного порядку
(економічного стану) стоїть людина зі своїми інтелектом та інте-
ресами. Організація економічної структури (морфогенез) є резуль-
татом доцільного управління і становить кібернетичну систему.

Кібернетичний підхід спряжений з екзогенними механізмами
розвитку, робить наголос на доцільну корекцію умов зовнішньо-
го середовища, ведеться обробка метаболічних процесів.
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У керуванні економічною еволюцією кібернетичний підхід
виявляє себе через таке: а) досягнення стабільності за рахунок
приросту негентропії (наприклад, заміна технології); б) внаслідок
розумової діяльності просіюються альтернативи, долучаючи до-
свід, знання, інтуїцію.

Кібернетичне дослідження економіки, мета якого полягає у
раціональному й ефективному управлінні економічною системою
з використанням зовнішніх сигналів, здійснюється цілком логіч-
ним утворенням двох підсистем — керованої (власне об’єкт ува-
ги) та керуючої (менеджмент об’єкта). Коли є мета розвитку еко-
номічної системи, наприклад соціальні пріоритети, то обов’яз-
ково існує оптимальна траєкторія її досягнення, що стає можли-
вим за належного (дієвого) управління. Це досягається як прями-
ми сигналами, так і за рахунок зворотних зв’язків (додатних і
від’ємних), які сприяють локалізації прибутку як мети життєдіяль-
ності економічної системи та пошуку оптимальної траєкторії.

Кібернетика покликана долати всілякі перешкоди й обмежен-
ня, що стоять на шляху досягнення сформульованої мети, і ство-
рювати найліпші умови одержання результатів.

Із широкого спектра визначальних рис економіки привернемо
увагу до таких:

а) емерджентність — наявність в економічній системі власти-
востей, не характерних жодному її компоненту;

б) іманентна невизначеність і неповнота економічної інфор-
мації, щомоментно змінюваної;

в) агрегування, декомпозиція в економіці, тобто розгляд локаль-
них економічних експериментів над підсистемою вкрай обмеже-
ні, бо спостерігаються гетерогенні зв’язки тісної та глибокої син-
тезної дії між елементами економіки;

г) відокремлення деяких процесів удаване, межує зі штучною
ізоляцією.

Зазначений стан справ унеможливлює:
а) пряме або безпосереднє, експериментування;
б) проведення так званого чистого експерименту.
Також завжди має місце тісна взаємодія виробничих відносин

і сил (тобто людей зі своїм інтелектом, індивідуальними особли-
востями), яку треба навчитись ураховувати, щоб досягати певно-
го успіху.

Новітній науковий стиль економічного мислення та сучасна
методологія наукового пошуку в економіці пов’язується з вико-
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ристанням досягнень синергетики [151, 159], концептуальні заса-
ди якої — принципи та можливості — якнайкраще відповідають
економічному сьогоденню — складній, суперечливій і динаміч-
ній економічній реальності. В ній, як ніколи раніше, зростає роль
не тільки тих, хто приймає рішення, але й тих, хто впроваджує в
життя ухвали. Варто завжди мати на увазі ціну заходів, яку пла-
тять члени суспільства.

Останнім часом досить активно формується нелінійне еконо-
мічне мислення на противагу традиційному — класичному ліній-
ному, і спричинене нерівноважністю, нестійкістю, незворотністю
відповідних процесів. До низки причин також відносять інші
концепти синергетики, як от: флуктуація, біфуркація, когерент-
ність, дисипація тощо. Найяскравішим фактором є незамкнутість
економічної системи, коли відбувається циркуляція фінансових
потоків, ресурсних, інформаційних, а також їхнє підживлення.

На передній план висуваються нові вимоги до результатів в
економіці чи оцінок економічних факторів, які мають бути кіль-
кісного характеру. Треба завжди пам’ятати про оперативність і
ймовірність отримуваних оцінок, витрати на них.

Цілком природно сприймається, що аналіз економіки як скла-
дної та надскладної системи потребує нового міждисциплінарно-
го інструментарію, в ролі якого виступає синергетика (її парадиг-
ма), результати якої адаптуються до економічної проблематики в
цілому, не тільки у вигляді окремо взятих застосувань деяких по-
ложень. За поняттям «синергетична економіка» криється полідис-
циплінарний характер математичних знань, засвоєння яких транс-
формується в потужний апарат досліджень багатьох економічних
проблем, належного пояснення їх природи і наслідків. Якраз синер-
гетика займається виявом закономірностей процесів самоорганіза-
ції дисипативних систем, до числа яких належить економіка. Між
іншим, не тільки минуле економічного буття визначає його тепе-
рішній стан, а також невідоме майбутнє як атрактор.

Слід також пам’ятати про неухильно зростаючий інформацій-
ний обсяг мислення, на фоні якого відбувається пізнання динамі-
ки економічного буття. На підставі паралелей з іншими предмет-
ними галузями науки і техніки та потреб власне економічної прак-
тики можна стверджувати, що вивчати проблеми нелінійної транс-
формаційної економіки можна тільки за допомогою комп’ю-
терного моделювання, використовуючи адекватні математичні
моделі. Методологія проведення обчислювального експерименту
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(ОЕ) в економіці жодним чином: а) не суперечить класичній еко-
номічній науці; б) не конкурує з жодною фаховою дисципліною.
Скоріше навпаки, з позиції ОЕ тільки уточнюються наші знання,
вимагаючи більшої конкретності. Подекуди вони поглиблюють-
ся, сприяючи постановці важливих питань, їх успішному розв’я-
занню.

Макроекономіка розглядається як цілісна система з властиво-
стями, відсутніми в її складових. Розвиток економіки являє со-
бою низку фазових переходів економічного стану, який завжди
нерівноважний і нестійкий. Прикмета нестійкості — флуктуації
самоорганізуючої економічної системи.

Глобально флуктуації поділяють на зовнішні та внутрішні.
Джерелом перших є коливання цін, процентних ставок, темпів
інфляції, зміни валютних курсів, акцій на біржах, митної політи-
ки тощо.

Множину екзогенних флуктуацій також доповнює просторова
міграція — перейти туди, де краще, або створювати такі умови;
використання неоднорідностей середовища проживання; міграція
у часі (сезонна, циклічна); просторово-часова міграція — сезонна
змінюваність обсягів капіталу, кількість працівників.

До числа причин, що породжують внутрішні флуктуації наці-
ональної економіки, належать коливання доходів, попиту і про-
позиції, цін, норм прибутку, інновації, інвестиції тощо.

Характерні риси довкілля (корисні копалини, клімат, ресурси)
і соціального оточення (суспільні лихоліття, стратифікація насе-
лення тощо) суттєво впливають на спричинення флуктуацій.

Значна кількість причин і наслідків флуктуючих параметрів,
переплетіння їх взаємодії тільки підкреслює нераціональність
пошуку єдиного джерела і рушійної сили еволюції економіки —
сутність справи лежить у множині факторів і наявності зворотних
зв’язків та рівня їхнього взаємовпливу.

Системне дослідження ґрунтується на моделюванні як внут-
рішніх складових сучасної економічної організації, так і різнома-
нітних за формою та інтенсивністю взаємодії з більш складними
зовнішніми системами. Внутрішні та зовнішні зв’язки економіч-
ної системи перманентно міняються, а умови функціонування
елементів та їх підпорядкування набувають іноді лавиноподібно-
го чи калейдоскопічного характеру.

На відміну від кібернетики у синергетиці робиться акцент не
на процесах управління й обміну інформацією, а на принципах
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побудови структури організації, виникненні самоорганізації, са-
морозвитку, саморегуляції та самоускладненні.

В науці, як відомо, одночасно діють кілька парадигм. Остан-
нім часом в економіці спостерігається зростаюче значення синер-
гетичної парадигми разом з кібернетичною, нелінійною, систем-
ною тощо.

Нового змісту, не відкидаючи кібернетичного (якби старого),
надає синергетика, яка акцентує увагу на урахуванні тенденцій
еволюції самої системи, немов би закликає дослідника пізнати
внутрішні процеси для належного управління. Це є своєрідним
симбіозом двох наявних підходів у вивченні економіки або їх син-
тез. Отже, новий зміст взаємин між об’єктом і суб’єктом дослі-
дження полягає в адаптивній організації процесу пізнання (їх мо-
делювання).

Синергетика досліджує закони самоорганізації (саморозвитку,
саморегуляції) систем різної природи. Нагадаємо визначення цих
понять. Самоорганізація є процес упорядкування внутрішньої
структури та проходження через систему потоків речовини, енергії
та інформації, який забезпечується механізмами зворотних зв’яз-
ків, прагнучи до стійкості системи. Сутність самоорганізації вияв-
ляється в самопідтримці всього того, що відбувається у системі.

Саморозвиток є забезпечення умов для удосконалення систе-
ми або внутрішньо необхідна спонтанна трансформація системи,
ініційована її суперечностями. Без самоорганізації не може бути
саморозвитку.

Саморегуляція — це потреба у внесенні коректив і необхідно-
го підлаштування механізмів у відповідь на зміни, що відбува-
ються.

Мають місце такі ознаки самоорганізації: 1) рух; 2) розімкне-
ність системи; 3) кооперативністний характер перебігу процесів;
4) нерівноважна ситуація.

Вказане спостерігається в економіці, пояснюючи її принципові
характеристики як синергетичної системи. Отже, економіка має
регулюватися і управлятися відповідно до синергетичних законів.

Зважаючи на одвічне прагнення суб’єктів економіки до мак-
симального прибутку і той факт, що прогрес не має мети [158],
а тільки вектор, спрямований на інтенсифікацію процесів пере-
творення інформації і різних форм її взаємодії, методологічною
основою управління економічною системою мають слугувати
об’єднані зусилля кібернетичного і синергетичного підходів.
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Таким чином, за наявності множини математичних моделей
нелінійної економічної динаміки, на підґрунті їх самоорганізації
та адаптивного застосування для відображення тих чи інших ха-
рактеристик об’єкта дослідження можна розробляти комп’ютерні
сценарії гіпотетичного розвитку економічної системи, деталізую-
чи умови досягнення цілі. Кінцевим результатом зусиль такого
роду має стати єдина методологія вивчення розвитку подій, про-
гнозування значень економічних факторів тощо.

Економічна еволюція не вичерпується зміною технологій, бо
не може існувати виробництво заради самого себе. Адже завжди
має місце споживання благ і послуг, що становить якість життя
особистості. Ось чому людина не є пасивним споглядачем, а на-
впаки — активним співучасником майбутнього хаосу на шляху
до чергової стабільності. Інтелект людини має передувати її фі-
зичним зусиллям, спрямовуючи їх, але саме інтелект сприяє появі
нерівноважного економічного стану.

Зауваження! Крім інтелекту як оригінальної енергії в світі
економіки існує її специфічна форма — вартість і товарна не-
гентропія: все більша кількість якісних товарів за умов змен-
шення витрат на створення однієї одиниці товару [103, 107].

Менеджмент економіки покликаний досягати синхронної і син-
фазної взаємодії чинників ендо- і екзогенного походження, спри-
яючи такій їх самоорганізації, щоб якомога ближче підійти до
околу точки резонансу.

Управління економікою з використанням синергетичного під-
ходу [102] ґрунтується на максимізації можливостей інтелекту,
роблячи його головним у розпізнаванні моменту біфуркації —
настанні економічної кризи (катастрофи) і необхідності прийнят-
тя відповідних заходів.

Дещо з економічної реальності, наприклад, «економічне чудо»
або революція, добре пояснюється у контексті синергетики.
У точці біфуркації відбувається руйнація попередньої економіч-
ної структури (за рахунок десинфазності і десинхронізації) і спо-
стерігається стрімке настання і бурхливий розвиток нового еко-
номічного порядку.

Регулювання економіки в точці біфуркації мусить бути обов’яз-
ково своєчасним, носити м’який і обережний характер у вигляді
виважених управлінських рішень, бажано прагнути досягнення
явища резонансу щодо економічного стану, беручи до уваги зво-
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ротні зв’язки обох знаків. Яким чином має здійснюватися регу-
лювання? Припущення завжди існують, але остаточна відповідь
залишається за моделюванням.

Варіюючи значення зовнішніх умов і внутрішніх параметрів
системи, за допомогою синергетичного моделювання розгляда-
ються всі доцільні економічні стани; прогнозується розвиток, ви-
бираючи оптимальний (найменш енергомісткий, найбільш безпеч-
ний, вигідний і т. д.). Володіючи ключовими параметрами еконо-
мічної системи і контролюючи їх, знаючи певні правила, можна
стимулювати процес прискореного і самостимулюючого зрос-
тання або уникнути кризового шляху.

Знання того, що неможливо здійснити за даних умов у систе-
мі, надзвичайно цінні. Володіючи інформацією про майбутній
економічний стан, сценарії розгортання подій і контури прийдеш-
нього, з використанням синергетичних тенденцій самоорганізації
можна уникнути звивистого шляху еволюції або випрямити його,
прискорюючи рух.

На завершення параграфа слід зауважити, що сучасне моде-
лювання економіки розвивається [134] у трьох напрямах: 1) фун-
даментальному, тобто на шляху досліджень основних механіз-
мів самоорганізації (визначальних сил саморуху, саморозвитку,
адаптації структури тощо); 2) прагматичному, тобто шляхом ви-
вчення формальної структури й упорядкування (морфогенезу),
об’єднання за допомогою систем підтримки прийняття рішень,
успішно працюючих моделей з подальшим їх удосконаленням і
можливим створенням нових моделей; 3) феноменологічному,
тобто традиційному шляху створення моделей, узагальнюючого
характеру.

Приєднуючись до такої думки, принагідно наголосити, що кі-
бернетичний і синергетичний підходи у вивченні економіки
обов’язково мають об’єднуватися у своїх зусиллях, оскільки за
визначенням вони стосуються відповідно ззовні та з середини
об’єкта моделювання.

Кібернетика і синергетика розглядаються тільки як взаємодо-
повнюючі інструменти дослідження і важелі управління економі-
кою. Між ними немає і не може бути протистояння, бо досліджу-
ється об’єкт уваги (моделювання) з різних сторін, якими він
характеризується як ціле.

Значення такого типу дослідження (сполучення кібернетично-
го і синергетичного підходів) неможливо переоцінити.
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1.3. Концепти адаптації в економіці
з огляду на моделювання

Безумовно, питання адаптації в економічних дослі-
дженнях не могло стояти осторонь хоча б через контекст еволю-
ції науки в цілому. Адаптивний підхід розроблявся головним чи-
ном в класичних розділах математичної економіки — теорії
оптимального розподілу обмежених ресурсів і рівноважного ста-
ну [6, 39]. В економетричному моделюванні також використову-
вались адаптивні моделі [88].

Дослідження останнього часу [35, 99, 109, 111, 122, 127, 128]
торкнулись перехідної економіки, з притаманною їй систематич-
ною непередбачуваністю і глибокою змінюваністю як зовнішньо-
го середовища, так і внутрішнього економічного стану суспільст-
ва. Наприклад, в [6] розглядається спроможність економічних
об’єктів до самостійного (без впливу зовнішніх сигналів) вибору
стійких раціональних стратегій своєї поведінки в змінюваних
умовах забезпечення і варіативності витратних матеріалів.

Особливо виразно проблеми адаптації економічних систем
сформульовані в [35]. У працях [122, 128] чи не вперше в еконо-
мічній літературі досліджувалась динаміка макроекономічних
процесів з позицій адаптивного підходу.

У статті [127] добре відомі в теорії автоматичних систем чи
управління та кібернетиці поняття «адаптація й адаптивна систе-
ма» витлумачено з точки зору функціонування підприємства в
умовах ринкової економіки.

Згадувані вище праці фактично започаткували новий напрям в
економіко-математичному моделюванні — адаптивне математич-
не моделювання економіки. У нашому розумінні воно має бути
наскрізним, тобто не лише на етапі побудови ЕММ, але також у
кількісному та якісному аналізі рівнянь моделі. Таким чином, на-
далі йтиметься про адаптивну парадигму моделювання економіки.

Постановка проблеми адаптації
у вивченні динаміки економіки

До числа способів вивчення економіки останнім часом [99,
101, 122, 174] все більше долучаються методи досліджень природ-
ничих наук, наприклад, синергетики, відповідно теорії ієрархіч-
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них систем, катастроф, управління тощо, якими пройдено значну
частину шляху математичного моделювання як ефективного за-
собу системного і глибокого пізнання досліджуваного об’єкта і
раціонального досягнення вмотивованого кінцевого результату.
Спостережувана своєрідна експансія природничих дисциплін
суттєво поповнила не тільки лексикон економіста, але й сприяла
вивченню динаміки економічних процесів і явищ. Найвагомішою
причиною цього, без сумніву, позитивного явища послужила пе-
реорієнтація суспільства на задоволення (без гучних декларацій)
потреб його членів, не висуваючи на передній план запити війсь-
ково-промислового комплексу [144].

Можна стверджувати, що саме логіка подій суспільно-еконо-
мічного буття сприяла пильному погляду на адаптацію в техніці
[139, 150, 167], об’єктам якої також притаманні неповнота, неви-
значеність, нестаціонарність, стохастичність. Для вивчення про-
цесів і явищ економіки слід сповна скористатись досягненнями
адаптації в біології, де пристосування структури і параметрів жи-
вого організму (його морфогенез) відбувається органічним спо-
собом і повсякчас [41, 82].

Розглянемо іманентне походження причин, що спонукають
до розробки і створення адаптивного підходу в моделюванні
економіки. Вони вбачаються в такому. По-перше, наявність не-
повноти і похибок вхідних даних (економічні показники містять
похибки вимірювань, більше того, знайдені за різними методи-
ками вони можуть давати різні числові результати для одних і
тих же чинників). По-друге, початкове незнання всіх суттєвих
факторів та їх природи призводить до наближених функціо-
нальних залежностей у моделюванні. По-третє, наближений ха-
рактер рівнянь математичної моделі за рахунок апроксимації
нелінійних залежностей, яка відтворює певну рису об’єкта мо-
делювання. По-четверте, припущення про незмінюваність стру-
ктури об’єкта моделювання і його параметрів, але економіці
властиві інерційність та дрейф її складових. І насамкінець, по-
п’яте, соціально-економічній системі (СЕС) притаманна так
звана адаптованість — певною мірою здатність системи по-
глинати вхідні збурення без екстремальних негативних наслід-
ків для її поведінки, а можливо, й її існування взагалі. Це над-
звичайна за своїм значенням характеристика економічного
агента, знання якої можливе тільки за умови всестороннього до-
слідження.
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Таким чином, на фоні системного аналізу і моделювання еко-
номіки треба прагнути до створення адаптивних ЕММ універса-
льного змісту і призначення. У зв’язку з цим з’являються певні
вимоги до побудови таких моделей, мають існувати концепти їх
розробки з відтворенням адаптації економіки.

Разом з тим, говорячи про один бік математичного моделю-
вання динаміки економіки — створення адекватних ЕММ явища,
слід пам’ятати про інший — інструмент моделювання, яким ви-
ступають методи числового інтегрування звичайних диференцій-
них рівнянь (ЗДР). Однак саме інструментарієм кількісного ана-
лізу ЕММ детермінується кінцевий ефект моделювання в цілому,
його роль і місце в системі наукового пізнання, зокрема в еконо-
міці. Отже, на етапі числового аналізу ЕММ також має бути
принципологія адаптивного використання множини формул (од-
нокрокових і багатокрокових, явних і неявних, напів’явних) і
стратегії довгочасності кроку числового інтегрування [146]. Саме
вдалий вибір цих складових прирікає на логічне завершення про-
цесу моделювання і його успіх загалом.

Як відомо [20], економічні процеси формуються на підґрунті:
а) фундаментальних принципів економіки; б) об’єктивних потреб
і можливостей суспільства; в) форм господарських відносин.
Многовид економічних процесів, по суті, детермінується трьома
факторами: виробництвом, обміном та розподілом благ. Невід’єм-
на складова економіки — її менеджмент. Схематично ці зв’язки
та взаємовпливи зображено на рис. 1.3.

1 1

Х Y

Вхід Вихід
А В

3

2

Рис. 1.3. Графічне зображення економічних зв’язків:
1 — зовнішне середовище, або довкілля; вхід Х в економіку 2, вихід Y;

3 — менеджмент економіки (2 і 3 — органічно єдине ціле,
що досягається безпосередньо шляхом 3-2 і за допомогою зворотних зв’язків
малого контуру В-3-2 або великого В-3-А, або одночасно дією обох контурів)
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Традиційний вхід Х в економіку 2 і вихід Y з неї відповідає
класичному лінійному зв’язку причина-наслідок. Іманентний
шлях 3-2 ґрунтується на онтології об’єкта моделювання. Наяв-
ність зворотної дії свідчить про нелінійний характер зв’язку,
принципово відмінного від прямолінійного. Управління з вико-
ристанням позитивного і негативного зворотного зв’язку сприяє
самовдосконалюючому розвитку системи, її спроможності до са-
моорганізації економіки.

Зауваження! Існує думка, що декомпозиція довільної системи
щонайменше на дві підсистеми — керуючу і керовану, цілком
правомірна з методичної точки зору.

Сутність адаптації економіки виявляє себе через функціональ-
ну і процесну складові, котрі з’ясовуються через елементи еко-
номічної системи, а саме: 1) цілісність, стабільність, збалансова-
ність у сукупності інтересів членів суспільства, економічного
агента і держави, або те, що забезпечує функціонування в конк-
ретних умовах динамічно змінюваного зовнішнього середовища;
2) зумовлена структурою, взаємозв’язками і взаємовпливами між
елементами пристосованість, що виявляється у дотриманні умов
функціонування, спроможності протистояти негативним факто-
рам, схильності до самоорганізації позитивного спрямування,
умінні реагувати на зовнішній вплив; 3) процеси гармонізації
взаємин внутрішнього і зовнішнього походження, систематично-
го накопичення і обробки економічної інформації з метою гнучко
трансформувати систему за умов мінімізації зусиль і витрат.

Концепти проблемно-орієнтованої адаптації в економіці

Гнучка організація процесу моделювання або проблемно-
орієнтованого припасовування означає спроможність адаптува-
тись до специфічних особливостей досліджуваного об’єкта за ра-
хунок своєрідного динамічного налаштування структури і складу
засобів моделювання на підґрунті не тільки апріорних уявлень
про об’єкт та керуючих попередньо відомих діянь, а також апос-
теріорної інформації, створюваної в середовищі моделювання.

Проблемно-орієнтована організація відповідає своєрідному
динамічному і оперативному компромісу між поняттями універ-
сальності та спеціалізації засобів комп’ютерного моделювання
[69, 145]. Для практичної реалізації проблемно-орієнтованого
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підходу в системах математичного моделювання (програмних
комплексах) треба володіти множинами як ЕММ, побудованих за
єдиною принципологією, так і числових алгоритмів. При цьому
згадувані множини створюються, підпорядковуючись правилу
телескопічності: щоразу для досягнення мети або подолання кри-
тичної ситуації залучаються більш витончені та сильнішої дії ін-
струменти, як висуваються ланки антени, причому кожна наступна
лежить в попередній і, врешті-решт, всі ланки розташовані в сере-
дині першої — базової, що нагадує принцип вкладених відрізків.

Адаптація повинна бути ендогенного та екзогенного характе-
ру, щоб сповна відтворити природу економічного буття. Разом з
тим вона обов’язково наскрізна — на всіх етапах трансформації
економіки, когерентна (узгоджена) і взаємодоповнююча в сенсі
досягнення задекларованої мети за мінімальних витратах різного
виду.

Для відкритої системи незворотної дії, якою є економіка, ада-
птивна організація процесу моделювання розглядається як відпо-
відь на виклик з боку чутливості сильно нерівноважного еконо-
мічного стану до зовнішніх флуктуацій.

Таким чином, поняття наскрізної адаптації стає наріжним ка-
менем математичного моделювання економіки, завойовує своє
чільне місце. Така тенденція зумовлена кількома причинами прин-
ципового характеру, а саме: 1) як завжди, часу обмаль на зважене
всебічно обґрунтоване рішення, яке має бути своєчасним; 2) склад-
на, інколи непередбачена взаємодія елементів зовнішнього сере-
довища; 3) фактори економіки з часом міняються і трансформу-
ється їх провідна роль в процесах економічного стану.

Адаптація — складний невпинний еволюційний процес розви-
тку і функціонування економіки. Адаптація може відбуватися че-
рез пристосування економічної системи або її підсистем.

На завершення розділу наведемо найбільш загальне визначен-
ня проблемно-орієнтованої адаптації (ПОА), яке ґрунтується на
викладених вище уявленнях про адаптацію складних систем вза-
галі і прикріплене до моделювання економіки.

Отже, проблемно-орієнтована адаптація — це цілеспрямована
перебудова структури і варіативність параметрів ЕММ об’єкта
моделювання під впливом екзогенних діянь з урахуванням іма-
нентної його природи, ставлячи метою досягнення цілей в умовах
недостатньої визначеності і плинності характеристик складових
предмета уваги.
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Висновки

У розділі 1 висвітлено таке: а) на зміну діючій лінійній
парадигмі економічної теорії приходить нова — нелінійна, яка
сповна відповідає вимогам сьогодення економіки; б) економічній
системі органічно притаманно адаптуватися (узгоджено реагува-
ти) як до керуючих сигналів ззовні, так і до змінюваності струк-
тури та внутрішніх зв’язків, що відбувається одночасно і багато-
гранно, тобто системно.

Виокремлена роль синергетичного підходу у пізнанні реалій
економіки, згідно з якого особлива увага має приділятись ретель-
ному вивченню топології взаємодії і ступеню зв’язків між елемен-
тами економічної системи. Наголошується, що цілеспрямована
економічна еволюція суспільства є результатом сукупної (суміс-
ної) взаємодії кібернетичного і синергетичного способів дослі-
дження. Ці два взаємодоповнюючі підходи сприяють якомога
кращому розумінню економічного розвитку, прагнучи досягнути
явища резонансу.

Повною мірою розкрити вербальну сутність економічної си-
стеми, тобто оволодіти числовими значеннями її факторів, мож-
на, використовуючи методології математичного моделювання
нелінійної динаміки економічних процесів.
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2.1. Класична система рівнянь Вольтерра—Лотки:
економічне тлумачення і синергетичні концепти
утворення

Ще від 20-х років минулого століття відома у матема-
тичній біології та екології, потім у біофізиці система звичайних
диференційних рівнянь (ЗДР)
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(2.1)

Вольтерра—Лотки (так звана модель жертва—хижак) [23]
останнім часом віднайшла своє нове і цілком закономірне (логіч-
не) застосування в економіці.

Змінні ЕММ тлумачаться досить різноманітно, а саме: а) за-
лежність між ціною )(txx =  і обсягом продукції )(tyy =  [165];
б) у праці [102] як «хижак» фігурувала зарплата робітників,
а «жертва» — відсоток (частка) зайнятості населення; в) у моно-
графії [81] система рівнянь розглядалась як модель економічної
системи двох видів благ: блага, використовувані для створення
інших благ, у тому числі для виробничого споживання, і блага,
використовувані для індивідуального вжитку безпосередньо лю-
дьми. На підґрунті ММ Вольтерра—Лотки також досліджуються
процеси у соціології та політології [131].

Завершимо тему економічного тлумачення моделі Вольтерра—
Лотки ще однією пропозицією. Продовжуючи дослідження [165],
ставиться питання про співіснування двох товарів одного при-
значення на одному ринку, тобто вбачається лінія поведінки ви-
робників. Сформульоване питання також викликає значний інте-
рес, головним чином з практичної точки зору.

Зазначимо, що обом згаданим вище актуальним проблемам
економічної динаміки находиться екологічний прототип [45],
відмінність результатів математичного моделювання спостеріга-
ється в їх тлумаченні в термінах предметної площини.
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Нехай на ринку товарів присутні два види однорідної продук-
ції, близькі за своїм призначенням, якістю і ціною, але різних ви-
робників. Що означатиме їх конкурентність?

Перебування вказаних товарів на ринку описується системою
диференційних рівнянь (a, b, p, c — додатні коефіцієнти)

⎩
⎨
⎧

−=
−=

,cxypyy
bxyaxx

&

&
(2.1а)

де змінна )(txx =  описує кількість першого товару, а )(tyy =  —
другого товару; dt

dxx =&  і dt
dyy =&  — похідні змінних або швидко-

сті змінюваності в часі обсягів продукції відповідно. Кількість кож-
ного товару збільшуватиметься на ринку з причин відсутності іншо-
го (заповнюватиметься економічна ніша). Другі доданки кожного
рівняння системи (2.1) свідчать про зменшення обсягів кожного то-
вару, що ґрунтується на використанні основного принципу кінетики.

Попередні відомості. Математична модель (2.1) належить до
класу автономних звичайних нелінійних диференційних рівнянь
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Система рівнянь (2.2) переписується в іншому вигляді:
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),(
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yxf
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dt
dy = . (2.2а)

Стосовно правих частин ),(1 yxf  і ),(2 yxf  припускається існу-
вання неперервних всіх часткових похідних в околі деякої точки
(x0, y0) площини. Тоді через кожну точку проходить єдина траєк-
торія, тобто ніякі дві траєкторії (розв’язки) математичної моделі
(2.2) не перетинаються. Також вони не можуть самоперетинати-
ся, оскільки напрямок руху відповідно (2.2) не залежить від часу,
лише від розташування.

Координати (x*, y*) рівноважної точки знаходять, розв’язу-
ючи нелінійну систему алгебраїчних рівнянь:
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яку дістають з (2.2) за умови .0== yx &&
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Поведінка траєкторії в околі (x*, y*) рівноваги викликає особ-
ливу зацікавленість дослідника. Спостерігаються три типи по-
ведінки: а) якщо рух започатковується поблизу рівноваги і на-
ближається до точки (x*, y*), то має місце стійкість рівнова-
ги; б) якщо рух започатковується в околі (x*, y*) і віддаляєть-
ся від неї, то має місце нестійка рівновага; в) якщо траєкторія
являє собою замкнену лінію, що охоплює рівноважну точку
(x*, y*), то спостерігається циклічний рух навколо положення рів-
новаги.

Якісний аналіз розв’язків нелінійної ММ (2.2) ґрунтується на
твердженні: поблизу рівноважної точки (x*, y*) поведінка шука-
них траєкторій адекватно детермінується характером розв’язків
лінійної системи ЗДР, котру матимемо із розкладання в ряд Тей-
лора функцій ),(1 yxf  і ),(2 yxf  в околі рівноваги.

Аналітичне моделювання. Для ММ (2.1) існують дві рівно-
важні точки О (0, 0) і Е ⎟
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розв’язків моделі в околі точки Е, робимо заміну змінних
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Ураховуючи економічну сутність [165] заміни змінних, ММ
(2.1б) означатиме перехід до аналізу трендових значень і стохас-
тичної складової досліджуваного явища.

Обмежуючись лінійними членами, з (2.1б) матимемо систему
рівнянь
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з якої випливає одне звичайне лінійне диференційне рівняння
другого порядку

uapu ⋅=&& ,
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його загальне розв’язок добре відоме і записується так:

{ } { }tapBtapAu −+= expexp ,

де А і В — константи.
Диференціюючи вираз функції u, легко записується

{ } { }taprBtaprAv −+−= expexp , де 
bp

accr ⋅= .

Піднесенням до квадрату останніх двох виразів для функцій u
і v та відніманням результатів одержуємо

.4
2

2
2 AB

r
vu =− (*)

Це рівняння гіперболи з центром у точці Е, тобто траєкторії на
деякий час наближаються до Е, а потім відходять. Графічно цей
факт зображено на рис. 2.1.

0

y

x

E
I
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IV

Рис. 2.1. Графічне зображення рівняння (*)

Оскільки для ММ (2.1а) має місце диференційне рівняння з
відокремлюваними змінними
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тоді його розв’язок записується
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де k — стала інтегрування. Дійсно, справедливі такі перетворення:

x
dxcxp

y
dybya )()( −=− ;

cdx
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dxpdyb
y

dya −=⋅− ;

у результаті інтегрування

kxcxpybya lnlnln +⋅−=⋅− ;

потенціюванням приходимо до бажаного виразу.
Стала k інтегрування визначається
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де x0 і y0 — початкові умови для диференціального рівняння.
Особливий інтерес викликають траєкторії, що проходять через

точку Е, тобто має виконуватись рівність
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Зауважимо, тільки що зазначені траєкторії (жирні лінії) мо-
жуть мати супротивний напрямок до вказаного на рис. 2.1.

Розглядаючи знаки похідної в нових змінних, встановлюємо,
що дві траєкторії асимптотично наближаються до точки Е, а інші —
дві асимптотично віддаляються від неї. Отже, площина існування
шуканих розв’язків ММ — перший квадрант розбивається на чо-
тири ділянки (підплощини), причому якщо процес бере початок в
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одній з них, то в одній з них і закінчується. Форма траєкторії і
напрямок руху визначається знаками першої dx

dy  і другої

2

2

dx
yd  похідних.
Тлумачення результатів моделювання. Асимптотична пове-

дінка траєкторій обмежується координатними вісями, щось одне
зникає. Наприклад, в площині III спочатку існує мала кількість
обох товарів, потім їхня кількість зростає, поки другий вид про-
дукції не досягне рівня b

ay = . З цього моменту починається ви-
тіснення з ринку першого товару (домінує другий товар). Інакше
спостерігається динаміка подій у IV підплощині (домінує перший
товар).

Зауважимо, що межа площин I і IV характеризується моно-
тонним убуванням кількості другого товару і нарощуванням
першого на ринку. Аналогічною буде характеристика межі II і III
площин, але домінує другий товар за умов витіснення з ринку
першого товару.

Якщо початкові обсяги продукції потрапляють на межу пло-
щин I і II або III і IV, тоді кількість товарів обох видів монотонно
прагнуть до рівноважного стану, причому в точці Е будь-які змі-
ни не відбуваються.

Якщо постало питання про рівноправні, партнерські стосунки
між виробниками однорідної (одного призначення, приблизно
однієї якості та ціни), то найбільш прийнятними будуть стартові
умови, що припадають на I і II площини. Оскільки траєкторії збі-
гаються до рівноважної точки Е, то, імовірно, саме її координати
свідчать про найкраще відношення між обсягами конкуруючої
продукції на ринку товарів.

Насамкінець виокремимо фундаментальні поняття, на яких
ґрунтується побудова ММ економічних процесів і явищ, зокрема
рівнянь моделі Вольтерра—Лотки:

1. Спосіб головних пропорцій у синергетиці стверджує, що
швидкість змінюваності величини (її варіативності), вибраної як
змінної економічного стану, пропорційна приросту зазначених
чинників мінус його витрати.

2. Основний принцип кінетики — щоб взаємодіяти, слід зу-
стрітись. Як правило, зустріч відображається білінійним додан-
ком (носить білінійний характер).
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Зауваження! Якраз австрійський учений А. Лотка, вивчаючи про-
блеми хімічної кінетики, вперше в 1925 р. запропонував систему рі-
внянь, яку незалежно дістав у 1926 р., споглядаючи за виловом риби
в Адріатичному морі, італійський математик В. Вольтерра.

Розкриємо зміст терміна «кінетика». Це основна частина ме-
ханіки, до якої входять динаміка — вчення про рух тіл під дією
сил, і статика — вчення про рівновагу тіл під дією сил.

Між іншим, в економіці рівноважний стан відображають ба-
лансові моделі. В зв’язку з існуванням фізичної економіки [126]
зупинимось на змісті фізичної кінетики: є теорія нерівноважних
мікропроцесів, що постають у системах далеких або виведених зі
стану термодинамічної рівноваги.

До фізичної кінетики відноситься термодинаміка нерівноваж-
них процесів. Необоротні процеси характеризується зростанням
ентропії, причому у рівноважному стані вона досягає максималь-
ного значення.

У зв’язку з результатом дослідження А. Лотки подамо дефіні-
цію хімічної кінетики: вона вивчає закони перебігу в часі хіміч-
них реакцій, їх швидкості та механізми перебігу.

На підґрунті зазначеного вище з’являється можливість вивчи-
ти поняття економічної кінетики: предметом її вивчення є нерів-
новажні нелінійні економічні процеси необоротної дії, що відбу-
ваються у часі та просторі, з метою встановлення механізмів їх
перебігу та швидкості перебігу подій.

Синергетичні моделі економіки належать до класу зосередже-
них, або точкових (скупчених), і записуються у загальному вигляді

),( ztfz =& , 00 )( ztz = ,

де права частина ),( ztf  — вираз швидкості для вектора )(tzz =
економічного стану досліджуваного явища, який відтворює у тій
чи іншій мірі взаємовплив складових процесу економічної ево-
люції. Обов’язковими членами виразу ),( ztf  мають бути: дода-
нок, за допомогою якого відтворюється вплив чинника, а потім —
інший доданок для відображення впливу другої компоненти век-
тора z ; далі йде третій доданок, котрий відображає взаємодію
компонентів z  на підґрунті головного принципу кінетики.

Кожен член правої частини має свій знак, чим ураховується
характер впливу, і числовий коефіцієнт — міра взаємодії складо-
вих об’єкта моделювання.
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2.2. Урахування деяких характерних рис економіки

2.2.1. Насиченість економічних процесів

Математичне моделювання економіки, включаючи в себе
математичні моделі, інструментарій їх якісного і кількісного дослі-
дження та інформаційні технології — комп’ютерну реалізацію за-
значеного вище, в останні роки [2, 40, 75, 91, 109] все більше заво-
йовує прихильність дослідників, про що свідчить зростаюча
кількість публікацій в періодичних виданнях. Має місце пряме пе-
ренесення методології математичного моделювання з інших пред-
метних галузей, перш за все техніки. Варто зауважити, що пряме
використання здобутків автоматизації проектування [119] (так зва-
них САПР — систем автоматизації проектних робіт) вимагає певних
пояснень і деталізації, маючи на увазі рівень і обсяг математичної
підготовки економіста, який донедавна вважався гуманітарієм.

Масштабно в математичному моделюванні виділяються дві
взаємопов’язані частини: 1) алгоритмізація економічної пробле-
ми і побудова адекватної ММ; 2) дослідження отриманої ММ за-
собами математичної теорії та використання інформаційних тех-
нологій. Згадуванні частини являють собою дві сторони — ли-
цьову і тильну, математичних моделей однієї медалі-нагороди,
якою є математичне моделювання економіки.

Зважаючи на існування значної кількості математичних паке-
тів кількісного аналізу (Mathcad, Matlab тощо), найбільш нагаль-
но постає питання побудови адекватної ММ об’єкта моделюван-
ня. Бажано це робити в автоматичному режимі на комп’ютері, як
це має місце в електроніці, наприклад [119].

Системному вивченню адекватної ММ, її повному і всесто-
ронньому кількісному дослідженню повинно передувати ство-
рення якісної ММ, за допомогою котрої розглядаються й аналі-
зуються екстремальні ситуації, граничні режими поведінки об’єк-
та моделювання.

Ретроспектива вивчення питання

За суттю, у монографії [107] декларується ряд ММ різномані-
тних економічних явищ і процесів. Цими ж математичними мо-
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делями описуються [108] об’єкти іншої природи, що свідчить про
широке коло можливого впровадження. Стосовно оголошених
ММ застосовуються елементи якісного аналізу звичайних дифе-
ренційних рівнянь [9, 176] без тлумачення використовуваних по-
нять і визначень, за відсутності належних пояснень. Між іншим,
це характерна риса монографій [107, 108], що не відповідає по-
требам і запитам сучасної теоретичної і прикладної економіки.

Раніше задекларована ММ обміну між двома товарами [107]
чи ціни товарів або їх собівартість [107] далі стисло викладена зі
всіма необхідними поясненнями та деталізацією алгебраїчних
перетворень на окремих етапах якісного дослідження.

Рівняння ММ записується
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де функції x(t) і y(t) описують у деякий момент часу кількість то-
варів, що обмінюються; коефіцієнти j1 і j4 відповідають обсягам
продукції виду x і y за одиницю часу; доданки j2xy і j5xy відобра-
жають процес обміну, а їх відношення c = j2 / j5 є так званою мі-
новою вартістю: на одиницю товару y міняється числом j2 оди-
ниць товару x, і навпаки, стосовно коефіцієнта j5; члени j3x і j6y
засвідчують ступінь фізичного і морального старіння товарів,
причому величини τx = 1 j3 і τy = 1/j6 вказують на їх довговічність
(термін вживання або придатності).

Поетапно якісне вивчення ММ виявляє себе у такому. Спершу
шукають точки рівноваги, прирівнюючи до нуля похідні )(tx&  і

)(ty& . Стаціонарні (рівноважні) точки у нашому випадку запису-
ються так:

32
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Підставивши в формулу ординати y  вираз абсциси x , мати-
мемо квадратне рівняння

0)( 34243615
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26 =−−++ jjyjjjjjjyjj ,
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два корені якого записуються
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Отже, мають місце дві рівноважні точки ),( 11 yx  і ),( 22 yx , ко-
ординати яких легко обчислюються.

Наступним кроком якісного аналізу є лінеаризація нелінійної
системи (2.3), для чого записується її матриця Якобі
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Далі знаходимо числове значення матриці Якобі ),( ii yxJ  в
особливих стаціонарних точках (і = 1, 2). Конкретно для нашого
випадку маємо
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Тип особливої точки визначається за коренями

MSpMSpM det
22

2

2,1 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±=λ

так званого характеристичного рівняння

0det2 =+λ−λ MSpM ,

де )(⋅= JM ; 6532 jxjjyjSpM −−−−=  називається слідом матриці,
являючи собою суму елементів головної діагоналі;

635362det jjxjjyjjM ++=  — визначник матриці другого порядку.
Коли корені дійсні, різні і протилежних знаків ( )0det <M , має

місце особлива точка сідло-сімейство гіпербол (рис. 2.2). Коли
корені комплексні, спряжені, але не уявні, тобто виконується не-
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> SpMM  то можливі два варіанти: а) дійсна час-
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тина комплексно-спряженого кореня від’ємна (SpM < 0) — особ-
лива точка є стійкий фокус (рис. 2.3а); б) SpM > 0 — нестійкий
фокус (рис. 2.3б).

Рис. 2.2. Схематичне зображення особливої точки сідло

а)    б)

Рис. 2.3. Особлива точка фокус:
а) стійкий — траєкторія накручується, стягуючись в точку;
б) нестійкий — рух відбувається у зворотному напрямку

(траєкторія розкручується).

Рис. 2.4. Особлива точка центра —
концентричні лінії (кола, еліпси)
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Характер особливих точок лінеаризованої та вихідної неліній-
ної системи збігається за винятком таких випадків:

а) якщо особлива точка лінеаризованої системи є центр (рис. 2.4),
тобто виконується SpM = 0 і 0det >M , — корені суто уявні, то
особлива точка ММ (2.3) або центр, або фокус;

б) якщо хоча б один корінь лінеаризованої системи дорівнює
нулю, то для аналізу особливої точки ММ (2.3) потрібне додатко-
ве дослідження.

Насамкінець витлумачимо ще два важливі поняття, що фігу-
рують останнім часом у науковій літературі з математичного мо-
делювання економічної динаміки:

а) біфуркація — розгалуження процесу: в одній з точок просто-
ру подій в деякий момент часу нелінійна економічна система в ди-
наміці набуває вдвічі більше можливих шляхів розвитку. Інакше
— зміна характеру руху динамічної системи на значному часовому
інтервалі за умов змінюваності одного чи кількох параметрів;

б) груба система є такою, що після збурення повертається до
попереднього стану (структура і розв’язок стійкі).

Таким чином, розкрито зміст категорій і вказано техніку якіс-
ного дослідження на прикладі ММ (2.3). Економічна інтерпрета-
ція [107] результатів якісного моделювання братиметься до уваги
і в подальшому.

Математична модель
та її аналітичне дослідження

Математична модель (2.3) записана за використання умов обміну
товарами (за наявності певних гіпотез). Але в такому процесі зав-
жди настає стан насиченості: в якийсь момент часу обмін зароджу-
ється, а далі на певних проміжках часу він нарощується і обов’яз-
ково настає такий етап розвитку, коли кількісні обмінні характерис-
тики стабілізуються, тобто з плином часу вони набирають ті самі
числові значення (відбувається наповнення товарами обміну).

В економіці таке явище завжди має місце і є визначальним,
оцінюється як закономірне. Воно превалює, досить пригадати по-
яву логістичної моделі як удосконалення рівняння Мальтуса (для
короткого проміжку часу спостерігається експоненційний харак-
тер економічного розвитку — результат класичної лінійної пара-
дигми економіки). Але сучасна теоретична економіка, як і при-
кладна, спирається на синергетичні позиції — перш за все
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відкритості, нестаціонарності, нелінійності і динаміки економіч-
ної системи. На жаль, у поширений серед науковців літературі із
математичного моделювання економіки [50, 52, 107, 108] не ві-
дображено стан насиченості.

Урахування стану насиченого обміну товарами цілком природ-
не і логічне ще й тому, що попередній [107] результат передбачав
використання умов τx → ∞ — безмежної корисності товару (його
асимптотичної поведінки на ринку).

Для написання рівнянь динаміки стану насичення обмінного
процесу використовують відомі в синергетиці та фізичній і хімі-
чній кінетиці положення.

Найпростіше насичений стан процесу обміну товарами відо-
бражається ММ вигляду
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де другий доданок першого рівняння системи (2.4), будучи кіне-
тичним (також член j5xy другого рівняння), віддзеркалює стан
наповнення товаром вигляду x, причому А — стала величина.

Праві частини диференційних рівнянь ММ (2.4) записані з ви-
користанням способу головних пропорцій.

За суттю, здобутий результат належить до економічної кіне-
тики, яка за аналогією визначається як вчення про стан нерівно-
важної економіки, процеси і закони його перебігу в часі, швидко-
сті і механізми.

Обмінну вартість в нашому випадку запишемо так:
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так як при 0)( =tx&  виконується )1)(( 312 xAxjjxyj +−= , а для 0)( =ty&
— yjjxyj 645 −= . Формула (2.5) виражає обмінну вартість через за-
паси товарів вигляду x і y, коли одного товару більше, ніж іншого.

Якщо покласти j3 = 0, тобто товар x довговічний — τx → ∞
(τx = 1/j3) або по-іншому з’являються гроші, то формула (2.5) на-
бирає вигляду
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де 
6

1
jy =τ  свідчить про довговічність товару y. При А = 0, зрозу-

міло, матимемо результат [107], який узагальнює формулу рівно-
важної концепції ціни Ерроу—Дебре—Мак-Кензі. Дійсно, фор-
мула (2.6) відображає нерівноважну ціну.

Для умови τx → ∞ ММ (4.4) переписується
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для якої точки рівноваги будуть такими: )( 0
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Отже, залежно від знаку виразу ⎟⎟
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jj  матиме місце особ-

лива точка фокус для 140 jjC >  і сідло для нерівності — навпаки.
Таким чином, у разі здійснення граничного переходу τx → ∞ в
моделі (2.4) відбувається біфуркація — злиття сідла і фокуса з
подальшим утворенням чогось одного для ММ (2.4).

Слушно зауважити, що без урахування стану насиченості
(А = 0) при 0=y  також 0det =M  і концепція рівноважної ціни
буде негрубою [107], що означатиме недосяжність точки рівнова-
ги. Тепер же, не відкидаючи факт насиченості обмінного проце-

су, з формули (2.6) випливатиме )1(
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За наявності в суспільстві дефіциту (платоспроможний попит
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де y  — абсолютний дефіцит товару вигляду y. Звідси після еле-
ментарних алгебраїчних перетворень матимемо формулу обсягу
абсолютного дефіциту
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⎡
−+τ= 4

0

1 )1( jxA
C
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Отже, крім загальновизнаних причин дефіциту (нестача това-
ру, низькі ціни) на його обсяг суттєво (прямопропорційно) впли-
ває висока платоспроможність членів суспільства (наявність на
руках значної грошової маси).

У суспільстві з жорстким дефіцитом інколи вдаються до безплат-
ного (лімітованого) розподілу благ, що рівносильно умові С0 → 0.
При цьому завжди матиме місце особлива точка сідло (оскільки

0<SpM  і 0det <M ) і економічна система нестійка. З формули (2.8)
випливає, що зазначений вище крок протиприродний, а вираз (2.9)
свідчить про обов’язково ще більший рівень дефіцитності.

Науковий результат становить таке: запропоновано ММ наси-
ченого процесу обміну товарами, яка описує появу і роль грошей
у суспільстві. На підґрунті якісного аналізу ММ встановлено:
а) формулу (2.9) обсягу абсолютного дефіциту; б) прямопропор-
ційний вплив високої платоспроможності членів суспільства на
розміри дефіциту, чим його традиційні причини (нестача товару і
низькі ціни) доповнюються; в) адміністративний розподіл благ
суспільства завжди сприяє нестійкості економічної системи і
більш того — обов’язковому існуванню дефіциту.

Формула (2.5) нерівноважної ціни як окремий випадок вміщує
відому в економічній літературі концепцію рівноважної ціни.

2.2.2. Спадковість економіки

Економіці (процесам і явищам, що відбуваються в ній)
органічним чином притаманна спадковість, якою передається з
покоління в покоління (від поточної підсистеми до її майбутньо-
го стану) головне — те, що визначає предмет нашої уваги. Якби
це було не так, то поступальний рух суспільства, його розвиток
гальмувався би якнайменше. Не тільки минуле економічне буття
зумовлює теперішню дійсність, але незвідане майбутнє також
трактується як атрактор.
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Сутність проблеми спадковості

Кожне покоління людей успадковує певну технологію вироб-
ництва матеріальних благ і послуг, що цілком природньо. Такий
процес відбувається безперервно впродовж всієї історії. Дискрет-
ність виявляє себе в революційні моменти, але вони не характер-
ні для буття людини в цілому, так як не мають масового характе-
ру, хоча й визначають її наступну поведінку особистості.

У сфері економічних взаємин, що складаються в процесі ство-
рення суспільного продукту і розподілу матеріальних благ, також
спостерігається спадковість. Врешті-решт, управління економі-
кою також немислиме без надбання попереднього стану, враху-
вання його тенденцій. Саме на підставі такої інформації прийма-
ються рішення з регулювання і керування — поведінки в май-
бутньому, яке згодом стає поточним, а потім минулим.

Явище спадковості головно стосується рівня знань, навичок та
уміння в зв’язку зі зміною поколінь, яка відбувається повсякчас,
незалежно від нас. Передача накопиченої в минулому інформації
(за певними критеріями відібраної, в деякому сенсі найкращої) до
майбутнього означає перш за все її селекцію й адаптацію до по-
сталих вимог. Успадкування характерних рис, визначальних вла-
стивостей спостерігається повсюди, в усіх сферах матеріального
буття. Отже, щоб не суперечити природі економіки треба урахо-
вувати якимось чином зв’язок між економічними поколіннями
(підсистемами, прошарками, періодами тощо) еволюції.

Економіка — яскравий приклад неперервно діючої системи, в
надрах якої для попереднього часу визріває поточний момент, а в
ньому згодом з’являється майбутній момент еволюції. І це — єст-
во економіки, яке перебуває поза межами зовнішнього впливу: є
в умовах будь-якого способу виробництва і не залежить від фор-
ми власності на засоби виробництва і виробничі взаємини. Як
враховується в економічному аналізі наявний факт спадкоємнос-
ті? Наразі доводиться констатувати, що відомі [160, 161] в еко-
номічній теорії моделі були установлені, як правило, в околі точ-
ки деякого прошарку, тобто апріорі мали локальний характер. Те,
що було справедливо на локальному рівні, тобто для підсистеми
як ланки складної системи, беззастережно переносилось на сис-
тему в цілому.

Іншими словами, зв’язки між підсистемами або локальними
ланками всього ланцюга, які в сукупності утворюють ціле (си-
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стему), не фігурували в міркуваннях. Безперечно, такі зв’язки
мали б враховуватися.

Якщо до останнього часу побудова моделей економіки здійс-
нювалась, ігноруючи існування ієрархічної структури підсистем,
їх взаємозв’язків та взаємовпливу, то в пропонованій праці на
прикладі моделі макроекономічної динаміки Харрода—Домара
[161] вивчається економічна система, кожному ієрархічному рів-
ню якої відповідає експоненціально зростаюча підсистема з част-
кою ринку, керованою підсистемою вище розташованого сусід-
нього рівня [130]. На малих інтервалах часу (в межах дії під-
системи) експоненційний характер дійсно має місце (і це — зага-
льновизнаний факт). Разом з тим спостерігається значне відхи-
лення від реальних значень модельованого процесу для великих
часових інтервалів.

Сприйняття економіки як надскладної ієрархічної системи, в
якій об’єднуються досить прості для вивчення підсистеми і не іг-
норується вплив вище розташованої підсистеми на нижче розта-
шовану), якраз відповідає синергетичному погляду на економіку,
зокрема можливій біфуркації шляху економічного розвитку [37].

Аналітичне моделювання спадковості

Нагадаємо, що в найпростішому варіанті нульового спожи-
вання С для макроекономічної динаміки через дію певних умов
модель Харрода — Домара, яка поєднує величини доходу )(tY ,
споживання C  та інвестиції ),(tI&  записується

)()( tYBtY &⋅= , (2.10)
де співмножники відповідно позначають: B  — коефіцієнт капі-
таломісткості приросту доходу; )(tY&  — похідна 

dt
dY . Оскільки мо-

дель є лінійне однорідне звичайне диференціальне рівняння (ЗДР)

),(1)( tY
B

tY ⋅=& (2.10а)

тоді його аналітичний розв’язок 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= t

B
YtY 1exp)0()(  та величина

B
1  сприймаються як оцінки зверху для досліджуваних процесів
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(максимально можливого зростання доходу і неперервного темпу
приросту 

B
1 ).

Відповідно до сказаного і-й рівень ієрархічної економічної си-
стеми опишемо рівнянням [130]

)1(
)(

)(
)()(

)(
)(

+⋅⋅= i
t

i
ti

i
t YYKY& , (2.11)

де приймається 
i

i B
K 1= , а співмножник )1(

)(
+i

tY  правої частини ЗДР

(2.11) відтворює якоюсь мірою вплив розташованої вище підсис-
теми )1( +i  на розташовану нижче за номером i , тобто зростання
попереднього прошарку стимулюється координатами стану на-
ступного. Такий підхід узгоджується з синергетичним поглядом
на трансформаційні процеси в економіці. За відсутності згадува-
ного впливу або його ігнорування рівняння (2.11) переходить в
модель Харрода — Домара (2.10а).

Розв’язок математичної моделі, тобто рівняння (2.11), запису-
ється як рекурентне співвідношення
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Оскільки рівняння (2.11) набуває вигляду )1(
)(

)(
)((ln += i

ti
i

t YKY
dt
d  і

його інтеграл легко записується.
Зрозуміло, що для послідовності { }iK  існує межа ,K  також

темпи економічного зростання сягають граничного значення (ві-
домий в економічних колах факт). Це означатиме, що, починаю-
чи з деякого номера n , аналітичний вираз набуває вигляду
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Отже, можна стверджувати: для всіх номерів ni ≥  в процесі
зростання економічної системи зазначений у (2.11) вплив відсут-
ній. Фактично має розглядатися таке ММ:

)()( 2 tYKtY ⋅=& , 0)0( YY = . (2.13)
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Розв’язок ЗДР (2.13) записується 
0

0

1
)(

YKt
YtY
⋅−

=  і це свідчить

про наявність гіперболічного характеру поведінки інтегральної
кривої — гіперболічну форму зростання.

Таким чином, на значному проміжку часу еволюція розгляду-
ваної нами економічної системи описується різними класами ЗДР
(2.10а) і (2.13). Тобто відбувається зміна типу моделі і як наслі-
док — форми модельованого зростання — від експоненційної
формули розв’язку рівняння до гіперболічного виразу для (2.13).
Отже, має місце біфуркація розвитку економіки (див. дод.).

У разі постійного споживання C  модель Харрода—Домара, як
відомо, має вигляд CtYBtY += )()( & , а її аналітичний розв’язок за-

писується Ct
B

CoYtY +
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Між іншим, неперервний темп приросту доходу 
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цьому випадку описується формулою після очевидних перетво-
рень:
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Звідси для початкового моменту часу 0=t  випливає загально-

відомий результат ⎥
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11)0(

oY
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B
y , де величина в квадратних

дужках називається нормою накопичення )(oa . Для встановлення
закону її змінюваності в часі знехтуємо доданком C  у круглих
дужках виразу (2.14):
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Це означатиме менше віднімання в квадратних дужках виразу
(2.14), що відповідатиме оцінкам зверху норми накопиченості
для довільного моменту часу
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Вплив подальшого рівня ієрархічної економічної системи на
попередній для моделі Харрода—Домара з постійною величиною
споживання описуватиметься рівнянням
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ti YCYKY& , (2.15)

де 
B
CC =~ . Для подальшої зручності (2.15) перепишемо так:
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Як і вище для моделі (2.15а) справедливе рекурентне співвід-

ношення 
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Повторюючи попередні міркування, у розглядуваному випад-
ку матимемо ЗДР

K
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)()( 2 +⋅=& (2.16)

з відомою початковою умовою ))(( CoY − . Розв’язок ММ (2.16)
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вісних функцій за рахунок альтернативи сталої інтегрування.

Очевидно, в нашому випадку Yx ≡ , 
K
Cd
~

= .
Таким чином, на тривалих проміжках часу матиме місце пере-

хід (відбувається самоорганізація) від однієї до іншої ММ еконо-
міки, також спостерігатиметься розгалуження розв’язків ММ за-
лежно від вибору сталої інтегрування. З точки зору економіки це
відповідає різним стартовим умовам економічних перетворень та
альтернативному характеру їх здійснення. Нещодавня історія
країн пострадянського простору стверджує отримані вище ре-
зультати аналітичної економіки.

Нарешті розглянемо диференційну модель += )()( tYBtY &

{ }rtoC exp)(+  з постійним темпом зростання r  споживання, розв’я-
зок якої відомий
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У цьому випадку у контексті викладеного підходу, яким вста-
новлюється механізм економічної спадковості і певним чином кі-
лькісно враховується спадкоємність, ММ набуває вигляду
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зі збереженням попередніх позначень і подальшого 
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то рівність (2.17) переписується у такому вигляді
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Далі розглянемо скалярну нерівність { }))exp
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tY , яка дозволяє записати рекурентне співвідношення
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Остання нерівність говорить про те, що отримані нижче ре-
зультати мажорантного характеру, отже, реальні числові показ-
ники не можуть їх перевищувати.

Повторивши звичні міркування стосовно (2.18), дістанемо
скалярну диференційну нерівність

{ }rt
K
CYKtY exp
~

)( 2 +⋅≤& (2.19)

на зразок рівняння Ріккаті (за умови, що стояв знак рівності).
З математичної літератури [14, с. 94] відомо таке: канонічне

рівняння Ріккаті )(2 tRy
dt
dy +±= , де )(tR  — многочлен загального

вигляду, не є елементарним. Ще 1841 року Ліувіль продемонст-
рував, що відносно прості за формою нелінійні ЗДР описують
складні системи функцій з різноманітною аналітичною структу-
рою. Між іншим, цей красномовний факт ще раз засвідчує склад-
ність моделювання економіки.

Вочевидь, у нашому випадку многочлен )(tR  відображає ап-
роксимацію функції { }rtexp . Причому, враховуючи перший член
(одиницю) розкладання експоненти в ряд, приходимо до розгля-
нутого вище результату — споживання за умов постійного рівня,
а обмеженню лінійними членами розкладання відповідає аналі-
тичний розв’язок [161]. Долучення більшої кількості членів ряду
для { }rtexp  виключає можливості одержання аналітичних виразів
у моделюванні. Отже, треба чисельно інтегрувати рівняння Рік-
каті (2.19). Зрозуміло, що здобуті числові результати слугувати-
муть оцінками зверху для розглядуваного випадку споживання з
постійним темпом його зростання.

Як резюме зазначимо, що вище було ураховано ефект спадко-
ємності економічних процесів на прикладі макродинамічної мо-
делі Харрода—Домара. Аналітичне вивчення її узагальнення по-



Монографія 69

казало змінюваність типу ММ на значному часовому інтервалі та
наявність біфуркації (можливого розгалуження) економічних
процесів залежно від стартових умов розвитку економіки.

Додаток

Звичайне диференціальне рівняння (ЗДР) kKxx =&  з початко-
вою умовою 0)( xtx o =  утворює так звану задачу Коші, що часто
фігурує в літературі з математичного моделювання. Залежно від
числового значення показника степеня k  спостерігається різний
тип зростання розв’язку ЗДР, а саме:

для k  > 1 справедлива [130] гіперболічна формула 1)(
)( −−

χ= kttg
tx ,

де позначено 1)1(
1

−⋅−
=χ kKK

 і 
KKx

tg k ⋅−⋅
= − 1)(

1
1

0

.

2.2.3. Моделювання флуктуацій економіки

Розглянемо способи узагальнення моделі Гудвіна, ви-
користавши у відомій схемі її створення аналітичні розв’язки рі-
вняння динаміки капіталу для трьох загальновживаних способів
інвестування і за умов сталого коефіцієнта амортизації µ . У разі
залежної від часу величини )(tµ  матимемо оцінки зверху для адек-
ватних результатів моделювання. На підґрунті математичних мо-
делей показано можливу біфуркативність економічного зростання.

Класична модель Гудвіна призначена для опису флуктуації
економіки, її підйомів i спадів. Така модель добре відображає еко-
номічні цикли, тому що капіталовкладення сприяють збільшенню
обсягів виробництва (підйом економіки), i навпаки, через відсут-
ність капіталовкладень — економіка входить в фазу рецесії (спад
виробництва).

До числа найбільших недоліків моделі Гудвіна відносять: від-
сутність загального зростання економіки; висновок про тривалі-
ший період спаду, ніж підйому виробництва; моментальна реакція
обсягу виробництва на стрибок капіталовкладень, що насправді не
спостерігається реально. Разом з тим модель Гудвіна застосовуєть-
ся [99, 111, 176] для опису перехідної економіки з її коливальним
характером трансформаційних процесів.



Ю. В. Коляда70

Дослідимо процес побудови моделі Гудвіна, поліпшення аде-
кватності якої досягається через використання аналітичних вира-
зів щодо швидкості змін капіталу за сталого коефіцієнта µ  амор-
тизації, що залежить від часу. Встановлено, що інтервал значного
збільшення обсягу виробництва визначається саме величиною µ .
Аналітично можна показати біфуркативність траєкторії економі-
чного зростання та виникнення циклічних коливань між двома
значеннями залежної змінної періодичного розв’язку та зрештою
перехід до стану детермінованого хаосу, що залежить від значен-
ня числової величини біфуркативного параметру.

Сутність моделі Гудвіна

Нехай у довільний проміжок часу t економіка суспільства во-
лодіє основним капіталом, що змінюється з швидкістю, пропор-

ційною величині 
dt
dK . Джерелом доходу виступає обсяг виробни-

цтва Y. Позначимо рівень споживання через С, які пов’язані між
собою:

а) балансовим відношенням

β+⋅α= YC ,

де 10 <α< , C<β  — деякі сталі, другий доданок відповідає так
званому автономному споживанню;

б) рівнянням

dt
dKCY += ,

яке означатиме, що дохід або споживається, або йде на розши-
рення виробництва. З останніх двох відношень випливає, що

)1( α−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +β

= dt
dK

Y ,

тобто хвильова поведінка обсягів Y є результатом обсягів коли-

вань капіталовкладень 
dt
dK .
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Основним капіталом K управляють так, щоб його рівень сягав
деякої частини виробництва, тобто YR ⋅γ=  ( )1<γ . Політика капі-
таловкладень провадиться у такий спосіб:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><−
=
<>

=
,,0

;,0
;,0,

2

1

RKk
RK

RKk

dt
dK

у даному випадку враховуємо припущення, що величини 1k  і 2k
не залежать від часу t ( 21 kk > швидкість виникнення нових під-
приємств більша амортизації та старіння капіталу).

Щоб досягти плавної поведінки величини Y, яка залежить від

стрибкоподібної змінюваності 
dt
dK , врахуємо, що

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε−+β

α−
=

dt
dY

dt
dKY

1
1 , (2.20)

де стала 0>ε , причому для RK <  доданок 
dt
dK  міняється на ве-

личину 1k  i на ( )2k−  для RK > . Доданок 
dt
dYε  викликає затримку

в реакції функції Y на змінюваність 
dt
dK . Здобуте у такий спосіб

звичайне диференційне рівняння (ЗДР) щодо залежної змінної Y є
лінійним 1-го порядку, розв’язок якого записується аналітично.
При цьому параметр ε  визначає час, протягом якого величина Y

плавно досягає значення 
α−

+β
1

1k  або 
α−

−β
1

2k  з вказаною заздалегідь
точністю.

Ліквідація розривів 1-го роду у капіталовкладеннях (перехід
від стану 1k  до стану ( )2k−  відбувається за рахунок припущення,

що L
dt
dY

dt
dK +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ= , де стала L — так звані інші капіталовкла-

дення, а функція ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ

dt
dY  відображає індуктивні (наведені) капі-

таловкладення, викликані зміною обсягів виробництва. Насправді
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має місце залежність ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−Ψ

dt
tdY )( , де θ  — запізнення, що цілком

відповідає лаговому характеру економічних процесів. Скориста-
вшись лінійними членами розкладу в ряд доданків виразу (2.20)
для моменту часу θτ +=t , одержимо ЗДР 2-го порядку

[ ] L
d

dYY
d

dY
d
Yd +β=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ
τψ−τα−+

τ
τθα−+ε+

τ
θεθ )()()1()()1()(

2
2 . (2.21)

Це і є математична модель Гудвіна [176, 179], що описує цикло-
вий характер економічного розвитку.

Результати аналітичного моделювання

У літературі відоме диференційне рівняння (ДР) стосовно уре-
чевленого капіталу

KI
dt
dK µ−= & , (2.22)

де I&  відповідає зовнішнім інвестиціям, µ  — коефіцієнт аморти-
зації. Для трьох виокремлених випадків надходження інвестицій,
а саме:

а) constII == 0
&&  — у вигляді частки 0I&  для кожного часового

інтервалу;
б) ttI β=)(&  — прямопропорційні в часі інвестиції;
в) { }tBI β

~
exp⋅=&  — інвестиції, що здійснюються за експонен-

ційним законом. Відповідно ММ (2.22) описується аналітичним
розв’язком:

а) { }
µ

+µ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ

−= ItIKtK
&&

exp)( 0 ;

б) { } )1(βexpβ)( 220 +µ−
µ

−µ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

µ
+= ttKtK ; (2.23)

в) { } { }tBtBKtK β
~

exp
β
~exp

β
~)( 0 +µ

+µ−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+µ
−= .
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Іншими словами, для кожного варіанта інвестування має місце
закон змінюваності капіталу залежно від обраного закону рівня
зовнішніх надходжень протягом певного часу і стартових умов
(початкових значень I&  і 0K  з урахуванням амортизаційних ви-
трат).

За наявності аналітичних виразів (2.23) легко записується
швидкість зміни капіталу:

а) ( ) { }tKI
dt
dK µexpµ 0 −−= & ;

б) { }
µ
β)µ(µexp

µ
β

20 +−⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= tK

dt
dK ;

в) { } { }tBtKB
dt
dK β

~
exp

β
~

µ
β
~

µexpµ
β
~

µ
µ

0 +
⋅+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
= .

Для варіанта а) інвестування, підставляючи відповідний вираз

для 
dt
dK  в рівняння (2.20), одержуємо ЗДР вигляду

{ }tKIY
dt
dY µ−µ−+β=α−+ε exp)()1( 0

& . (2.24)

Це лінійне ДР 1-го порядку зі специфічною правою частиною f(t)
як сумою функцій незалежної змінної t, тобто f(t) = f1(t) + f2(t), де

ε
β=)(1 tf  i { }

ε
⋅µ−µ−= 1exp)()( 002 tKItf & .

На підставі відомої з теорії лінійних ДР теореми шуканий
розв’язок Y(t) MM (2.24) представлено сумою (Y1(t) + Y2(t))
розв’язків двох лінійних ЗДР відповідно з правою частиною f1(t) і
f2(t).

Перший розв’язок записується так:

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ε
−α+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ε
−α−

−α
β= tYttYt

1exp)0(1exp1
1

)( 1

і являє собою частковий випадок класичної моделі Гудвіна
(k1 = 0).
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Другий розв’язок знаходимо способом інтегруванням ЗДР

{ }tKI
Y

dt
dY µ−

ε
µ−

=
ε
α−+ exp1 0 . (2.25)

Скористаємось можливістю записати розв’язок ММ (2.25) в
аналітичній формі. Дійсно, ДР вигляду bxecayy ⋅=+&  має розв’я-
зок [42]:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++⋅⋅

≠++
+=

α−

α−

,0для;

0для;

baCeexc

baCee
ba

c
y

xbx

xbx

(2.26)

де )(xyy = . Для нашого випадку 
ε
α−= 1a ; εµ−= )( 00 KIc & ; µ−=b .

Отже, спостерігається біфуркація обсягів виробництва залеж-
но від значень числових параметрів еволюції економіки. Гілки
розгалуження процесу створення суспільного продукту опису-
ються формулами:

( )
( )

{ }

( ) { }⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=µ−
ε
α−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ε
−α+µ−

ε

µ−

≠µ−
ε
α−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ε
−α+µ−

εµ+α−

µ−

= •

,01для;1expexp

;01для;1expexp
1

00

00

2

tCtt
KI

tCt
KI

Y

&

де С = Y2(0) — стала інтегрування.
Звернемо увагу на таку функцію: { }tty µ−⋅= exp , для якої точка

максимуму 
µ

= 1t  i значення в ній 1

µ
1

µ
1 −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ey . Іншими словами,

чим менший коефіцієнт амортизації, тим довший період зростан-
ня функції i більшим є її максимальне значення (амплітуда зрос-
тання). Зазначений результат моделювання цілком відповідає
спостереженням стосовно поводження економіки: на кращому
устаткуванні досягають ліпших показників, ніж на зношеному

обладнанні. Більше того, вираз { }tt
KI

y µexp
ε

µ 00

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

•

 нагадує
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відоме в науковій літературі з синергетики [25, 134] рівняння
Ріккера, яке описує ітеративний процес { }iii yAyy −=+ exp1 . Йому
притаманна властивість біфуркації подвоєння періоду (рис. 2.5),
сутність якої полягає в такому: для відносно малих значень бі-

фуркаційного параметра А — у нашому випадку ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ε
−= 0µK

IA &  —

рівноважний розв’язок рівняння стійкий. Зі збільшенням А рівно-
вага порушується i з’являються цикли періоду 2, 4 та ін., а за до-
статньо великих значеннях біфуркаційного параметру А настає
детермінований хаос (див. рис. 2.5).

Здійснивши інвестування б) відповідно до (2.23) підстановкою

виразу 
dt
dK  у рівняння (2.20), дістанемо ММ вигляду

( ) { }t
K

Y
dt
dY µexpµ

µ

µ
11

0

−

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ε

β+
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ β+β
ε

=
ε
α−+ . (2.27)

Це лінійне ЗДР 1-го порядку з правою частиною як сумою функ-
цій незалежної змінної t.

При цьому для ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ
β+β

ε
= 1)(1 tf  виразу записується результат Y1,

що відповідає класичній моделі Гудвіна ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

εµ
β=1K , а для

{ }tKtf µ−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

µ
β+µ

ε
= exp1)( 02

одержимо ДР згадуваного вище типу

( ) { }tKY
dt
dY µ−

ε
⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

µ
β+µ=

ε
α−+ exp11

0
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з розв’язком вигляду (2.26) за 
ε
α−= 1a ; ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ
β+µ

ε
= 0

1 Kc ; µ−=b .

Отже, маємо

( ) { }

{ }
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=µ−
ε
α−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ε
−α+µ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ
β+µ

ε

≠µ−
ε
α−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ε
−α+µ−

εµ+α−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ
β+µ

=

.01для;1expexp1

;01для;1expexp
1

0

0

2

tCttK

tCt
K

Y

У цьому випадку також спостерігається біфуркативне зрос-
тання обсягу виробництва за умови довготривалих капіталовкла-
день.

Змінюваність обсягів виробництва у випадку б) лінійного за-
кону інвестування являє собою суперпозицію розв’язків Y1 і Y2.

Зауваження! Скориставшись результатами дослідження функ-
ції { }tty µ−= exp  (перш за все фактом монотонного зростання

її графіка на інтервалі ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
µ
1,0 ), можна стверджувати таке. Саме

для економіки з великим значенням коефіцієнта µ  амор-
тизації особливого змісту набуває пропозиція Гудвіна

L
dt
dY

dt
dK +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ=  (частка капіталовкладень викликана зміною

обсягу виробництва), бо відповідає моментальній складовій
інвестиційного процесу, що є рушійною силою в створенні

товару в інтервалі часу ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
µ
1,0 ).

Отримана вище ММ циклів економіки (2.21)

( )[ ] ( ) L
dt

dYY
dt

dY
d
Yd +β=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ τΨ−τα−+τθα−+ε+

τ
τεθ )()(1)(1)(

2

2

є адекватною саме на відрізку часу ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
µ
1,0 , протягом якого відбу-

ваються значні коливні процеси. Поза цим інтервалом мають
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працювати відповідні моделі для довгострокових капіталовкла-
день.

Для способу в) аналітичного опису швидкості 
dt
dK  змінювано-

сті капіталу має місце ММ

( ) { } { }tBtKBY
dt
dY β

~
exp

)β
~

µ(
β
~

µexpµ
β
~

µ
µ11

0 ε+
+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+ε
+

ε
β=

ε
α−+ , (2.28)

права частина f(t) якої складається з трьох доданків, отже, запи-

шемо: { }tBtf β
~

exp
)β

~
µ(
β
~

)(3 ε+
= . Шуканий розв’язок Y(t) для ММ

(2.28) являє собою суперпозицію розв’язків Y1(t), Y2(t) і Y3(t) для
кожної з трьох задач відповідно з правою частиною f1(t), f2(t) і
f3(t). Зазначимо, що структура цих розв’язків вже розглядалась
вище.

Принципової новизни для третього варіанта капіталовкладень
немає, xiбa що ускладнюється лише запис шуканого розв’язку і
з’являється більше можливостей стосовно біфуркативності зрос-
тання виробництва.

На завершення розглянемо випадок, коли в рівнянні капіталу
(2.22) коефіцієнт амортизації )(tµ=µ  змінюється з плином часу.
Замість (2.22) будемо оперувати рівнянням

KI
dt
dK µ+= & , (2.22а)

розв’язки якого мажорують інтегральні криві рівняння (2.22),
тобто є оцінками зверху для ключових показників рівняння
(2.22).

Оскільки (2.22а) можна подати так:

∫∫ µ+=−
tt

dttKtdttIKtK
00

)()()()0()( & ,

то згідно з леми Гронуолла—Беллмана має місце нерівність

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ µ+≤ ∫

t
t dttIKtK

0
0 )(exp)( , (2.29)
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де інтеграл dttII
t

t )(
0
∫= &  легко обчислюється для відомих законів

а)-в) інвестування.
Щоб одержати відповідну оцінку швидкості змінюваності ка-

піталу, скалярна нерівність (2.29) диференціюється. Кінцевий ре-
зультат матиме вигляд

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
µ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++µ≤ ∫

t
t dtt

dt
tIdIKt

dt
dK

0
0 )(exp)()(

&
. (2.30)

Третій доданок відповідає прийнятому способу інвестування.
Результатом, отриманим Гудвіном, як відомо, є скалярне рів-

няння

( )
dt
dKY

dt
dY +β=α−+ε 1 . (2.20а)

Підстановкою (2.30) в (2.20a) матимемо таку диференціальну
нерівність:

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++µ

ε
+

ε
β≤

ε
α−+ ∫

tt
t dtt

dt
IdIKtY

dt
dY

0
0 )(exp)(11 &

& , (2.31)

яка, взагалі кажучи, повинна чисельно інтегруватись (Y(t) — шу-
кана функція). Але щоб записати відповідний аналітичний вираз,
припустимо, що виконується нерівність Μ<)(µ t для t∀ .

Отже, нерівність (2.30) набуде вигляду

{ }MtIM
dt
IdMK

dt
dK t

t

exp0 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++≤ &

&
. (2.31а)

Наприклад, для способу в) інвестування нерівність перепису-
ється так:

{ } { } { }

{ }
( ){ }tMMBB

t

MK

MttBMtBMK
dt
dK

β+
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

β
++

β
≡

≡
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
β

β
+β+≤

~exp~~exp

exp~exp~exp

0

0

. (2.30б)
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Починаючи з нульового моменту часу t = 0, перший доданок у
квадратних дужках зменшується (його вплив спадає з плином ча-
су), і тому є сенс вираз у квадратних дужках покласти рівним де-
якій постійній величині, наприклад:

{ } 00
0 ~~~exp

ДMBBMKMBB
t

MK ≡⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

β
++≤

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

β
++

β
.

Таким чином, остаточно швидкість змінюваності капіталу
оцінюється нерівністю

( ){ }tMД
dt
dK β+≤ ~exp0 . (2.30в)

Ураховуючи (2.30в), диференціальна нерівність (2.31) набуває
вигляду

( ) ( ){ }tM
Д

Y
dt
dY ⋅β+

ε
+

ε
β≤

ε
α−+ ~exp

~1 0 . (2.31а)

Отже, проблема моделювання еволюції капіталу в часі зво-
диться до вивчення вище узагальненої ММ на зразок Гудвіна.
Структура її розв’язку зберігається (суперпозиція частинних
розв’язків, таких як [2.26]), відмінність полягає лише в наявності
коефіцієнта β

~
+= Mb .

У теорії реальних обчислювальних процесів, тісно пов’язаної
з математичним моделюванням явищ різноманітної природи,
свого часу постало запитання: краще діяти багатократно простим
ітеративним алгоритмом обчислень чи варто використовувати
більш складну конструкцію за меншого числа ітерацій — Сцилла
i Харибда комп’ютерного моделювання. Відповідь однозначна:
вигідніше з точки зору обчислювальних витрат скористатися ме-
тодом нижчого порядку збіжності, ніж алгоритмом вищого по-
рядку (при цьому обчислюються похідні високого ступеня).

Щось подібне має місце в економіко-математичному моделю-
ванні, яке описує процес капіталовкладень. Невід’ємною части-
ною його є адекватний опис процесу, стосовно створення якомо-
га кращого інвестиційного клімату. Постають запитання: як
здійснювати фінансові вливання, за яким математичним законом,
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з якою періодичністю, часткою тощо. Проведені дослідження
свідчать, що краще за все, щоб капіталовкладення регулярно
надходили за найпростішою формалізованою процедурою, тобто
випадок а), коли легко здійснюється наскрізне i прозоре застосу-
вання результатів аналітичної економіки, яке описує керований
процес i сприяє здійсненню прогнозу щодо розвитку подій. У ви-
падку б) — в) надходження інвестицій описують складними фор-
мулами. Мають місце труднощі i деякі обмеження практичного їх
використання.

На підґрунті лінійних математичних моделей динаміки еко-
номічних процесів встановлено, зокрема, таке: 1) інтервал зрос-
тання обсягу виробництва визначається рівнем зношеності устат-
кування в оберненій пропорції — факт стосується практичної
економіки; 2) біфуркативний сценарій розвитку подій належить
до теоретичної економіки; 3) значний вплив короткострокових

капіталовкладень відбувається протягом інтервалу ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
µ
1,0 , а поза

ним головну роль відіграють довгострокові інвестиції.
Проведене дослідження наводить на думку про адаптивне за-

стосування ММ економіки, зокрема, класичної моделі Гудвіна та
запропонованої її модифікації. Рекомендується, щоб уникнути
лінійної парадигми моделювання i викликаних нею обмежень,
застосовувати числове інтегрування рівнянь моделі, здійснюючи
широкомасштабний обчислювальний експеримент.

Серед відомих способів формалізованого опису процесів інве-
стування, як показує викладене вище, перевага надається найпро-
стішому за умови регулярного здійснення (систематичного над-
ходження інвестицій).

2.2.4. Узагальнення моделі Гудвіна

Запропоновано узагальнення моделі Гудвіна, в якій у
певний спосіб враховується людський капітал, використовуючи,
модель Солоу. Відповідні коефіцієнти вважаються як сталими,
так i змінними величинами. Аналітично можна оцінити можли-
вість біфуркативності траєкторії економічного зростання й утво-
рення детермінованого хаосу за деяких значень коефіцієнтів мо-
делі.
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Стислий опис історії питання

Модель Гудвіна досить вдало описує коливний характер еко-
номічного розвитку в перехідний період. За певних числових
значень коефіцієнтів модель Гудвіна зводиться до відомого [12] в
теорії коливань рівняння Ван-дер-Поля, що характеризується
розмаїттям інтегральних кривих — від детермінованої поведінки
до хаосу. Модель Гудвіна продовжує перебувати у зоні уваги до-
слідників трансформаційної економіки, інструментом вивчення
якої виступає, зокрема, синергетика.

Алгоритмізуємо процес аналізу моделі Гудвіна. Для прийня-
того в [59, 176] способу управління капіталом на підставі (2.20)
відповідно здобувають два лінійні ЗДР 1-го порядку:

)(1)1(
1kY

dt
dY +β

ε
=

ε
α−+ ; (2.20а)

і

),(1)1(
2kY

dt
dY +β

ε
=

ε
α−+ (2.20б)

аналітичні розв’язки яких легко записуються. Наприклад, для рі-
вняння (2.20а) розв’язок набуває вигляду

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

ε
−α+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

ε
−α−

α+−
+β= )(1exp)()(1exp1
1

)( 11
1 tttYttktY t ,

де момент часу tt вказує на початок процесу; величина Y(tt) —
стартова позиція виробництва. Величина ε  регулює час i плав-

ність досягнення значення 
1
1

−α
+β k .

Цілком природне припущення, що відповідає виразу

L
dt
dY

dt
dK +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ= , де перший доданок свідчить про вимушені капі-

таловкладення, а другий — про інші інвестиції. Це дозволяє за-
писати рівняння (2.20) у такому вигляді:

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ++β

α−
=

dt
dY

dt
dYLY

1
1 .
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Ураховуючи запізнення, що притаманно економічним процесам,

тобто ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−Ψ

dt
tdY )( , а також використати лінійні члени ряду Тейло-

ра )(  )()()()( 2 θ−=ττ+τ−=τ− tOtYtYtY & , запишемо рівняння, яке
матимемо після деяких перетворень в однорідній формі запису та
переходу до безрозмірних величин. Рівняння (2.21) набуває вигляду

[ ] 0)1()()1( =α−+Ψ−θα−+ε+⋅εθ yyyy &&&& , (2.21а)
де y&&  i y&  — відповідно перша i друга похідна залежної змінної.

Оцінювання обсягів капіталу

Сутність результатів полягає в побудові і використанні оцінок
швидкості змінюваності капіталу на підґрунті моделі Солоу най-
більш загального вигляду і припускає як сталий характер коефі-
цієнтів моделі, так і їхню залежність від часу, що відповідає еко-
номічним реаліям. В отриманні згадуваних вище кількісних
оцінок ключову роль відіграє лема Гронуолла—Беллмана, а та-
кож використовують припущення щодо різновиду виробничої
функції та її апроксимації.

Рівняння Солоу у найбільш загальному вигляді та в безрозмір-
ній формі записується так:

kgksf
dt
dk )()( +η+δ−= , (2.32)

де ліва частина рівності — швидкість зміни обсягу капіталу k,
а права частина — різниця між інвестиціями [виробнича функція
f(k) визначає обсяг продукції для даної економіки s, )1,0[∈s  —
частка заощаджень] та амортизацією (засобів виробництва з кое-
фіцієнтом δ ; п — темп зростання населення, як правило, сталий;
також сталим є і темп g зростання за рахунок НТП, чим поясню-
ється підвищення рівня життя). Отже, модель Солоу (2.32) врахо-
вує всі відомі джерела безперервного економічного зростання,
що простежується в більшості країн.

Також рівняння (2.32) допускає, зокрема, такий еквівалентний
запис:

∫ +η+δ−=−
t

dtkgksfktk
0

])()([)0()( , (2.32а)

інтегруючи рівняння (2.32).
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Далі використаємо лему Гронуолла—Беллмана, яка формулю-

ється так: якщо має місце нерівність ∫+≤
t

dttutfctu
0

111 )()()( , де

стала 0≥c , функції 0)( ≥tu , 0)( ≥tf  диференційовані на відрізку
інтегрування, то також виконується нерівність

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧⋅≤ ∫

t
dttfctu

0
11exp)( ;

узагальнення леми: справедлива двостороння нерівність

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− ∫∫

t

t

t

t
dttftutudttftu

00

110110 exp)()()(exp)( ,

покладаючи )( 0tuc = , btta <<< 0 .

Зауваження! Забігаючи наперед, зазначимо, що подвійна не-
рівність вказує межі, в яких має перебувати допустимий обсяг
капіталу для успішної еволюції економіки.

Щоб застосувати лему та її узагальнення в нашому випадку,
скористаємось відомими в літературі міркуваннями щодо поведін-
ки нелінійної виробничої функції f(k). Характерні графіки функ-
ції, що складають праву частину рівняння (2.32), зображено на
рис. 2.4, де k* — стійка точка рівноваги, а k0 = 0 — нестійка.

η

Рис. 2.4. Геометричне зображення рівняння (2.32)
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Отже, на відрізку [0, k*] нелінійна виробнича функція допус-

кає апроксимацію функцією )2(
1

≥ααk , тобто α≤
1

)( kkf . Тоді рів-
ність (2.32а) переходить у нерівність i після відповідного пере-
творення набуває вигляду

dtgkstkktk
t

∫ ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+η+δ−⋅+≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

α

0

11

)()()0()( , (2.33)

придатного до застосування леми Гронуолла—Беллмана. У ре-
зультаті її застосування матимемо оцінку

( )[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +η+δ−⋅≤ ∫ α

α−
dtgksktk

t

0
)(exp)0()(

1
, (2.34)

що описує змінюваність обсягу капіталу в часі, враховуючи всі
наявні фактори його утворення. Остаточно оцінка записується
так:

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⋅⋅+η+δ−≤ ∫ α

α−

dtkstgktk
t

0

)1(

exp)(exp)0()( . (2.34а)

Для інтеграла в останньому співмножнику виразу (2.34а) має

місце нерівність dtksdtks
t t

α
α−

α
α−

∫ ∫ ⋅≤⋅
)1()1(

*
0 0

, де k* — корінь нелінійно-

го алгебраїчного рівняння kgksf )()( +η+δ= . Зважаючи на пло-
щину можливих (допустимих) числових значень параметрів s і

α , можна стверджувати, що дріб 
α

α− )1(

*k

s  є правильний. У резуль-

таті інтегрування згадуваний вище співмножник виглядатиме

так: 
⎪⎭

⎪
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α− t

k

s
)1(

*

exp .

Таким чином, нерівність (2.34а) остаточно набуває вигляду
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sgktk )1(
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)(exp)0()( , (2.34б)
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ураховуючи властивість експоненційної функції: { } { }=−⋅− ba expexp
( ){ }ba +−= exp .

Швидкість зміни обсягу капіталу оцінюється

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
++η+δ−×

×
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
++η+δ−≤

α
−α

α
−α

t
k

sg

k

sgk
dt
dk

)1(

)1(

(*)

(*)

)(exp

)()0(

, (2.35)

тобто це похідна скалярної нерівності (2.34б). Позначаючи

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+η+δ−=

α
−α )()1(

(*)

g
k

sK  вираз у квадратних дужках, нерівність

(2.35) можна переписати у зручнішому вигляді раціональним
способом:

{ }tKkK
dt
dk exp)0(≤ . (2.35а)

Підставивши (2.35а) у (2.20), дістанемо в безрозмірних вели-
чинах скалярну диференційну нерівність (тип лінійного ЗДР 1-го
порядку):

{ }tKkK
dt
dk exp)0(≤ , (2.36)

праву частину якого зручно подати у вигляді таких функцій:

ε
β=)(1 tf  і ( ) { }tKkKtf exp)0()(2 ⋅ε= .

Як відомо, шуканий аналітичний розв’язок математичної
моделі (2.36) являє собою суперпозицію двох розв’язків, а саме:
функції k1(t) для рівняння (2.36) з правою частиною )(1 tf  та функ-
ції )(2 tk  для цього ж рівняння, але з правою частиною f2(t). Розв’я-
зок k1(t) відповідає моделі Гудвіна в найпростішому випадку, бу-
дучи класичним як для лінійного ЗДР 1-го порядку. Розв’язок
k2(t) рівняння згідно з (2.36) знаходимо на підгрунті формули
(2.26) на с. 74.
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У нашому випадку другий розв’язок y2(t) записуємо так:

{ }

{ }
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⎪
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KtCtK
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k
t

Отже, спостерігається розгалуження інтегральних кривих мо-
дифікованої моделі Гудвіна, залежно від комбінації числових па-
раметрів економіки, тобто аналітично може бути оцінено явище
біфуркативності. Можна показати, що наявність у розв’язку k2(t)

функції { }tKtkKt exp)0( ⋅
ε

, яка за деяких числових значень парамет-

рів моделі економіки [див. вираз для величини K  (2.35)] перехо-
дить у відому в синергетичній літературі функцію Ріккера

)exp(1 tti zzz −α=+ . Ітеративному процесу притаманна біфуркація
подвоєння періоду: за малих значеннях біфуркативного парамет-

ру 
ε

=α )0(kK  рівноважний розв’язок є стійким. Зі зростанням α  у
деякий момент з’являються цикли періоду 2, 4, 8 i т. д. (рис. 2.5);
за досить великих значень біфуркативного параметру настає де-
термінований хаос [25, 137, 156].

Рис. 2.5. Динамічна спіраль — цикл періоду 4:
змінна tz , послідовно набуває значення 1z , 2z , 3z , 4z
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На завершення аналізу зазначимо, що алгоритм отримання ре-
зультатів застосовний тоді, коли коефіцієнти моделі Солоу при-
ймаються змінними у часі величинами, що краще відповідає реа-
ліям економіки. Принципового характеру ускладнень не виникає,
крім громіздкості запису відповідних кількісних оцінок.

Таким чином, встановлено i досліджено математичну модель
флуктуацій економіки на підґрунті синтезу класичних моделей
Гудвіна та Солоу щодо економічного зростання з урахуванням
усіх його причин. Отже, теоретично обґрунтовано й оцінено мож-
ливий біфуркативний сценарій економічної еволюції.

2.3. Еволюція економіки в координатах
«корупція — тіньова економіка — легальна економіка»

Саме по собі математичне моделювання легальної еко-
номіки (ЛЕ), яке вже має багату історію [20], відповідну методо-
логію і розвинений інструментарій, спряжене з цілком зрозумі-
лими труднощами, які на порядок зростають у задачах адекват-
ного моделювання економічної динаміки. Ще більші труднощі
з’являються на шляху комп’ютерного моделювання таких нега-
тивних явищ, як корупція і тіньова економіка (ТЕ) — вічних су-
путників офіційного (легального) економічного процесу.

Перші вітчизняні роботи з моделювання корупції з’явились
нещодавно, а в іноземній літературі — дещо раніше [86, 87, 131].
Феноменологічне вивчення соціально значущих, але негативних
за змістом таких явищ відбувається на описовому (вербальному)
рівні.

Аналіз стану справ здійснено, зокрема, у працях [86, 87], в
яких наведена бібліографія у контексті проблем моделювання
корупції. Дещо гірше описано ситуацію з тіньової економіки. Те-
зисно сутність критичного аналізу проблеми полягає в такому.

Абсолютно слушною є думка про нагальний характер розроб-
ки теорії економіки, обтяженої корупцією, особливо для економі-
чної системи перехідного періоду.

Існує теорія корупційної рівноваги, яка наголошує на її фун-
даментальних причинах. Виокремлено той факт, що, зокрема,
стійкий рівноважний рівень корупції раптом стає нестійким.
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Подамо огляд напрямів і підходів з вивчення феномену коруп-
ції, тіньової економіки, спираючись на відомі з літератури при-
чини цього явища (фундаментальні, організаційні, соціетальні).
Також розглянемо проблеми моделювання цих негативних явищ,
труднощі якого пов’язані з відсутністю вичерпних і точних ста-
тистичних даних щодо їхнього масштабу, проявів і правил, які
діють серед відповідної корумпованої спільноти.

Своєрідний і цілком зрозумілий інтерес викликає вивчення
динаміки негативних явищ в суспільстві і, зокрема, можливість
появи циклів і відповідної нестійкості.

Кількість праць із вивчення за допомогою моделювання про-
блем корупції тіньової економіки як самостійних не велика.
Справжнє дослідження зазначеного вище на підґрунті застосу-
вання математичного і комп’ютерного моделювання тільки роз-
починається, маючи за мету вивчити їхню спільну дію.

Зміст полягає у такому. Хоча кожне окремо взяте явище (ко-
ордината простору економічних подій) заслуговує на самостійне
вивчення, що продовжується і донині, але реалії економічного
життя свідчать, що корупція, тіньова економіка і легальна еконо-
міка співіснують, ідучи поруч і взаємодіючи. Отже, декомпозиція
економічного процесу і окреме дослідження кожної складової
(явища), виправдано з певних причин складністю і є дещо алогіч-
ним. Саме тому результати таких досліджень можуть претенду-
вати тільки на перше наближення до істини.

Цілком природно і більш доцільно цей економічний процес
розглядати як єдиний з позиції макроекономічної динаміки, не
розриваючи існуючих зв’язків.

Гострота сформульованої проблеми відчувалась завжди і не
вщухла дотепер. Особливим чином вона постала для суспільства
з нестійким економічним механізмом або для економіки перехід-
ного періоду.

2.3.1. Математична модель
та оцінювання змінних

Нижче пропонується математична модель динаміки
взаємодії корупції, тіньової і легальної економіки. Ця модель
суттєво динамічна, не будучи послідовністю статичних станів.
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Для початку висловимо основну гіпотезу: вважається, що коруп-
ція живиться тіньовою економікою (ТЕ), яка в свою чергу існує на
фоні легальної економіки (ЛЕ), причому зростання її нічим не об-
межується. Зрозуміло, корупція знижується за відсутності ТЕ, котра
також не має підстав для існування (не повинна існувати, але ...).

Звичайно, таке припущення не відображає у всій повноті взає-
мозв’язки і взаємовпливи між корупцією і ТЕ, які паразитують на
тілі легальної діючої економіки. Але такий підхід дозволяє вбачи-
ти пряму аналогію з теорією та інструментарієм відомої [23] з ма-
тематичної біології задачі про співіснування популяцій трьох ви-
дів. Відповідна система трьох диференціальних рівнянь має вигляд:

,)(

;)(

;)(

3233
3

3

23122
2

2
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1

1

NbN
dt

dN

NbNaN
dt

dN

NaN
dt
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−βα=β

++βα−=β

+βα−=β

(2.37)

де функції )(tNi ( 3,2,1=i ) диференційовні, а їхні числові значен-
ня описують рівні корупції, ТЕ і ЛЕ відповідно; baii ,,,βα  — чис-
лові коефіцієнти.

Отже, система рівнянь (2.37) являє собою ММ макроекономі-
чної динаміки, для якої виконуються умови відомої теореми сто-
совно існування розв’язку на відрізку [ Tt ,0 ].

Для ММ (2.37) перший інтеграл можна записати так:
{ },)(exp 1133

β
3

β
1

31 tbaCNN ab βα−βα= (2.38)
де С — стала інтегрування. Дійсно, попередньо домноживши пер-
ше рівняння ММ (2.37) на сталу b , легко записати ланцюжок перет-

ворень: 211
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Аналогічним чином, домножуючи третє рівняння ММ (2.37)

на сталу a , одержуємо інтеграл )()( 0
β
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β

3
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) }dtabN 2− . Множенням здобутих виразів, скориставшись влас-
тивістю експоненти BABA eee += , матимемо (2.38), де

)()( 0
β

30
β

1
31 tNtNC ab= .

З третього рівняння ММ (2.37) дістаємо нерівність

3
3)(ln α<

dt
Nd , а з неї можна одержати таку оцінку:

( ){ } 130333 exp)0( LNtTNN <⇔−α<  про експоненціальне зростання
ЛЕ. До речі, ця оцінка відповідає основній тезі класичної (ліній-
ної парадигми) теорії економічної динаміки.

У такий спосіб знаходять й інші оцінки зверху:

220033
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Легко записуються також відповідні нижні оцінки. Наприклад,

справедливо записати, що 
2
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3 )(ln

β
+βα−> bLN

dt
d , звідси витікає

така нерівність:
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Розглянемо особливі точки (стаціонарні, або точки спокою),

координати яких записуються )0;0;0( , ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛ βαβα

ba
2211 ;;0 ,
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bb
2233 ;;0 . Ці координати є розв’язками алгебраїчної системи

рівнянь, що утворюється з (2.37) за умови 0=
dt

dNi , )3,2,1( =i .

Наголосимо, що значення функції 2N  і 3N  не можуть бути

меншими, ніж мінімальні значення координат ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ βα

b
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⎝
⎛ βα

a
11

для 2N  і ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ βα

b
22  для 3N , тому що їх графіки наближаються в

часі до відповідних стаціонарних точок. Отже, не можливо, щоб



Монографія 91

одна із цих функцій чи обидві одночасно прямували до нуля при
∞→t . Тобто ні ТЕ, ні ЛЕ не можуть зовсім зникнути. Дійсно,

в економіці будь-якого типу існує ТЕ і вся заковика полягає лише
в свідомому цілеспрямованому зниженню її рівня.

Має місце нерівность ,0)( 1133 <βα−βα ba  на підґрунті (2.38)
випливає, що величина 021

31 →ββ ab NN  при ∞→t . Оскільки 03 ≠N ,
тому 0lim 1 =∞→

N
t

. Таким чином, приймається гіпотеза, що в деякий
момент часу корупція майже відсутня.

З огляду на нерівність ba 1133 βα<βα  і сказане вище про функції
2N  і 3N  робиться висновок, що 2N  не може прямувати до

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ βα

b
33  за значеннями, не може бути більшою за цю границю,

а 3N  не може прямувати до ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ βα

b
22  за меншими значеннями.

У випадку нерівності 0)( 1133 >βα−βα ba  справедливо, що
∞→ββ ab NN 21

31 , тобто одночасно функції не можуть бути обмеже-
ними.

В окремому випадку, коли 01 →N , а функції 2N  і 3N  залиша-

ються в околі стаціонарних точок ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ βα

b
33  і ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ βα

b
22 , мають міс-

це точні формули, якими описується розглядувана ситуація. На
підґрунті цих формул можна дійти висновку: для співвідношення

ab
1133 βα<βα  між коефіцієнтами ММ зникає корупція.

2.3.2. Модифікована модель та її оцінки

Розглянемо модифіковану конструкцію ММ (2.37):
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(2.39)
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вводячи у третє рівняння додаток ( 3Nλ− ), призначення яко-
го — сприяти затуханню функції 3N  (це важливо для того, щоб
рівняння моделі ставали прийнятними для великих значень 3N ).

Легко показати, що має місце рівність вигляду (2.38)
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Дійсно, перше і третє рівняння ММ (2.39) можна переписати

так: 2
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Складаючи їх і домноживши на )(ba , а також використавши ви-
раз похідної суми двох функцій та операцій потенціювання, мож-

на дістати тривіальне диференціальне рівняння =)(ln 31 β
3

β
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ab NN
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d

31133 aNba λ−βα−βα= , розв’язком якого є вираз (2.38а).
Розглянемо випадок, коли 01133 >βα−βα ba .
Корені алгебраїчної системи рівнянь пошуку координат стаці-

онарних точок записуються так: 
a

q 11
2

βα= ; 
λ

1133
3

a

ba
q

βα−βα
= ;

λ

λ)(
2

22133
1

a

abab
q

βα−α−βα
= . Саме в такому порядку вони шука-

ються.
Для досить малих значень λ  всі корені будуть додатними,

тобто існуватимуть обмежені варіації для даних функцій, разом з
тим 33 qN → . Узагальнюючи, за досягнення хоча б однієї з гра-
ниць для 1N  чи 2N , вся економічна система, описана ММ (2.39),
прямуватиме до стаціонарного стану ),,( 321 qqq .

У випадку 0))(( 221133 <βλα−βα−βα abab , що має місце за ве-
ликих значень λ , у деякий момент часу функція 01 →N , тобто
корупція знижується. Принагідно зауважити, що цей висновок
маргінальний, оскільки має місце границя. Насправді корупція
ніколи не зникає, а є за рівнем значною чи невеликою.

Що відбуватиметься з іншими функціями?
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Еволюція ТЕ та ЛЕ описуватиметься варіаціями розв’язків та-
кої системи рівнянь

,)(

)(

32333
3

3

2322
2

2

NbNN
dt

dN

NbN
dt

dN

−λ−βα=β

+βα−=β
(2.40)

особливі точки якої ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ βαβλα−βα

bb

b 22
2

2233 ; .

Якщо 0)( 2233 >βλα−βαb , то існує граничний стан — стаціонар-
на точка. Для протилежної нерівності спостерігаємо таке:

22

33

βα
βα>λ b , ТЕ і ЛЕ існують. Значний рівень корупції матиме міс-

це, якщо 0
22

1133 >
βα

βα−βα ba

a
b  буде більше, ніж λ , і буде незнач-

ною в протилежному випадку.

Для нерівності 
22

33

βα
βα<λ b  функції 0→iN  )3,2,1( =i , тобто рі-

вень корупції і ТЕ незначні, а ЛЕ існуватиме. Очевидно, що це
ідеальні варіанти для суспільства.

Отже, мабуть вперше в літературі економічна система опису-
ється в координатах «корупція 1N  — тіньова економіка 2N  — ва-
ловий продукт 3N , або легальна економіка». Сформульовано гі-
потезу про взаємне існування корупції, тіньової та легальної
економік. На підґрунті висловленого вище головного припущен-
ня виписано ММ функціонування економічного механізму за на-
явності в суспільстві таких потворних явищ, як корупція і ТЕ.

За допомогою моделювання встановлено співвідношення між
коефіцієнтами ММ, залежно від яких матимуть місце такі варіан-
ти: а) рівень корупції і ТЕ є відносно невеликими — найкраща
можливість для суспільства; б) невеликим є тільки рівень коруп-
ції; в) негативні явища значними за обсягами та співіснують з
ЛЕ, паразитуючи на тілі суспільства (легальної економіки).

Ще одним призначенням ММ (2.37), (2.39) і (2.40) нам вбача-
ється те, що в результаті масштабного обчислювального експе-
рименту отримуватиметься детальна економічна інформація про
діяльність офіційної (легальної) економіки в умовах присутності
негативних явищ корупції і тіньової економіки.
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Зважаючи на відсутність вичерпних статистичних даних такої
діяльності, але все ж таки наявності поодинокого характеру ін-
формації, можна ідентифікувати ММ, впевнитись в їх адекватно-
сті. Це даватиме можливість генерувати так потрібну суспільству
інформацію про співіснування корупції, ТЕ й офіційної економі-
ки. Зрозуміло, такого роду інформація носитиме превентивний
характер, орієнтуватиме суспільство та владні органи на прийн-
яття належних рішень.

2.4. Кінетичні макроекономічні моделі

Паралелі між хімічною кінетикою та економікою як
нерівноважними, нелінійними, відкритими системами необорот-
ної дії породжують ще один концептуально новий шлях розробки
і поповнення банку економіко-математичних моделей та інстру-
ментарію комп’ютерного моделювання економічних процесів і
явищ. У термінах економіки інтерпретовано роботу хемостата, ре-
жимами функціонування якого досить вдало описуються еконо-
мічні реалії.

Превентивні міркування

Незаперечно, що економіка сприймається сучасними дослідни-
ками як нерівноважна нелінійна система незворотної дії. У ви-
вченні її проблем протягом значного періоду використовується
термодинаміка, починаючи з опублікування монографії [126], а та-
кож статтею [106]. Пояснення цьому просте: існують прямі і гли-
бокі аналогії між процесами нерівноважної термодинаміки й еко-
номіки. Але результатів економічного змісту набагато менше, ніж
цього можна було б очікувати, зважаючи на досягнення статистич-
ної нерівноважної фізики та їх успішну реалізацію в техніці. Най-
імовірніше, причини вбачаються в такому:

1) з одного боку — високий теоретичний рівень фізичних праць;
2) з іншого — недостатня математична підготовка переважної

кількості економістів;
3) не акцентувалась і не достатньо стимулювалась потреба в

подоланні суперечностей, як це мало місце під час розв’язання
інших на той час важливих державних завдань.
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Відтепер для суспільства з глибокими трансформаціями еко-
номіки питання поглибленого аналізу економічних процесів ви-
йшли на передній план. Для їх успішного розв’язання пропону-
ється [78] придивитися до математичних моделей хімічної
кінетики [77], об’єкти якої також характеризуються як відкриті,
нелінійні, сильно нерівноважні системи незворотної дії.

Користуючись тими чи іншими засобами під час дослідження
економіки, також важливо знати змінюваність економічних фак-
торів, їх амплітуди і частоти, зсув по фазі (запізнення); як довго
протікатиме перехідний процес, з якою швидкістю та за яких
умов; як розвиватимуться події, сценарії економічної еволюції,
які зсуви (режими функціонування) можливі та найбільш раціо-
нальні за певних умов. Досвід Української держави якраз засвід-
чує потребу дістати якомога вичерпну відповідь на зазначене
вище коло питань. Зрозуміло, відповіді вичерпного характеру
можна одержати тільки шляхом математичного моделювання,
зокрема, на підґрунті побудови і застосування кінетичних рів-
нянь. Перший досвід такого ґатунку на прикладі кінетичних рів-
нянь інфляції наводиться у [116].

Таким чином, аргументовано і з’ясовано концептуально новий під-
хід у дослідженні економіки засобами комп’ютерного моделювання.

Сутність кінетичного підходу

Почнемо з опису відомого в технічній теплофізиці та хімічній
технології пристрою — хемостата, маючи за мету скористатись
цим аналогом в моделюванні економіки.

Принцип дії хемостата (метод проточного культивування)
простий: у деякий об’єм (культиватор) поступає з певною швид-
кістю та певної концентрації речовина (вхід), яка ретельно пере-
мішується з наявною в культиваторі іншою субстанцією заданої
концентрації. Через вихідну трубу результат перемішування зга-
дуваних речовин витікає з тією ж швидкістю.

Головна, досить нетривіальна, властивість проточного мето-
ду — досягнення стійкого стану рівноваги. Зі зміною швидкості
потоку, після нерівноважного перехідного процесу встановлю-
ється новий стаціонарний стан (з іншими сталими концентрація-
ми речовини). Така властивість хемостата і можливість досить
просто нею управляти визначила широке поширення проточного
методу в техніці, зокрема хімічній технології.
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На наш погляд, має місце пряма аналогія з макроекономікою,
якщо її тлумачити спрощено, а саме: видобувають і надходять на
переробку корисні копалини, які обробляють, використовуючи
наявні виробничі фонди. У результаті створюється суспільний
продукт, який у вигляді товарів та послуг споживається членами
суспільства, тобто виводиться залежно від швидкості подачі ма-
теріалу та інтенсивності виробничого процесу (перемішування
складових або продуктивності праці). Має місце той чи інший
усталений режим (економічна рівновага). Між іншим, саме теорія
рівноважного економічного стану домінувала в економічній нау-
ці протягом XX ст. Зміна інтенсивності виробничого процесу та
ефективності взаємодії його складових тягне за собою перехід від
однієї стаціонарної точки, тобто виробництва з досягнутими еко-
номічними показниками, до іншої, з іншими координатами.

Опишемо математичну модель хемостата стосовно економіки.
Зупинимось на найпростішій замкненій системі диференціальних
рівнянь [44, 171]:
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(2.41)

де змінна )(txx = відповідає в деякому вимірі наявності корисних
копалин та ін. — субстанційній складовій виробничого процесу;

)(tx
•

 — її похідна у часі; змінна ( )tyy =  відображає засоби вироб-
ництва, структуру і рівень управління для створення суспільних
матеріальних благ і послуг для моменту часу t ; величина mµ  —
максимально можлива швидкість приросту, так званий коефіці-
єнт D  розбавлення, який головним чином визначається швидкі-
стю протоку або часом, необхідним для створення товару суспі-
льного виробництва; величина yК  — деяка експериментальна
стала; α  — коефіцієнт інтенсивності взаємодії компонентів ви-
робничого процесу; 0y  — початкове значення.

Режим динамічної рівноваги хемостата. Розглянемо стаці-
онарні режими функціонування економіки, щоб з’ясувати мож-
ливі швидкості протоку для нормальної роботи. Прирівнюючи до
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нуля похідні ММ (2.41), одержимо алгебраїчну систему рівнянь,
два розв’язки якої запишемо у такий спосіб:

1) 0=ax , 0yya = ;

2) ( ) ( )
D

yKDy
yyx

m

y
вd −µ

+⋅−⋅µ
⋅

α
≡−

α
= 00

0
11 , 

D
DК

y
m

y
в −µ

⋅
=

На рис. 2.6 показані залежності координат стаціонарних то-
чок ( )aa yx ,  і ( )вв yx ,  від коефіцієнта D , який свідчить про ефекти-
вність переробки ресурсів виробничими фондами.

крD mµ

yx,

0y
ay

вy

вx

ax

α
0y

0 D
Рис. 2.6

Критичне значення коефіцієнта обчислюємо за формулою

0

0

yK
yD

y

m
кр +

⋅µ= .

Зрозуміло, що змістовні розв’язки мають лежати в першій
чверті координатної площини ОDx або ОDy . Обидва стаціонарні
режими справджуються для умови крDD < .

Постає цілком логічне питання щодо оптимального режиму
функціонування (максимальна продуктивність хемостата), що
відповідатиме найліпшому стану економіки. Відповідь запи-
шемо формулою

( )yy
m

m ККyW −+⋅µ= 02
.

Дійсно, поточний економічний стан визначається початковим
0y , тобто стартовими умовами, однак він безпосередньо прямо-
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пропорційний часові створення суспільного продукту. Варто за-
значити, що графік функції Wm за формою нагадує криву Лаффе-
ра (стосовно оптимальної ставки оподаткування). Спостері-
гається цілковите узгодження з тезою: в найліпше діючій еконо-
міці податкові надходження сягають найбільшого значення.

Оптимальне значення коефіцієнта D  визначаємо за формулою

⎟
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⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
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−⋅µ=

y

y
mopt Кy

К
D

0

1 ,

на яке впливає величина 0y : чим краща стартова умова (більша
величина 0y ), тим швидше досягається optD .

Неусталений режим або перехідний процес. На практиці
важливо знати: Як зі зміною швидкості протоку зміняться еконо-
мічні фактори? Матиме місце коливний режим роботи чи ні? Яка
буде швидкість виходу на рівноважний стан? Для усталеного ре-
жиму координати точки залежать від початкових умов? Якою бу-
де поведінка в цілому нерівноважної системи та яким має бути
оптимальне управління нею? Відповіді на сформульовані запи-
тання можна одержати тільки шляхом математичного моделю-
вання, оскільки натурний експеримент в економіці вкрай болісно
діє на членів суспільства або принципово неможливий. Відповіс-
ти можна двояко — засобами якісного дослідження і числового
інтегрування системи рівнянь.

Якісний аналіз ММ. У безрозмірній формі рівняння (2.41) пе-
реписуються
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де величина σ  є управляючий параметр, причому 
m

D
µ

=σ ;

0y
К

k y= ; інші безрозмірні величини визначаються так: 
0y
xx ⋅α= ;

0y
yy = ; mtt µ= * .
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Особливі точки ( 0==
••
yx ) записуємо у такий спосіб:

1) 0=аx ; 1=аy ;

2) 
σ−
+⋅σ−=

1
)1(1 kxв , 

σ−
σ⋅=

1
kyв ,

які лежать на прямій 01=++ yx  при 0≠σ . Зі збільшенням швид-
кості σ  протоку точка 2 (з індексом в ) вздовж прямої пересува-

ється вверх. При 
1

1
кр +
=σ=σ

k
 особливі точки зливаються.

Для дослідження характеру особливих точок скористаємось
добре відомою [9, 176] технікою дослідження, що включає такі
кроки:

а) знаходимо стаціонарні точки початкової системи рівнянь;
б) в околі точок рівноваги відбувається лінеаризація неліній-

них рівнянь;
в) характеристичне рівняння лінійної системи рівнянь запи-

суємо

0det2 =+λ⋅−λ MSpM ,

де SpM — сума головних елементів матриці коефіцієнтів, а det М —
її визначник.

Кваліфікація особливої точки залежно від коефіцієнтів харак-
теристичного рівняння зображено на рис. 2.7.

Сідла SpM

НестійкіСтійкі

ВузлиВузли

Фокуси Фокуси

det M
Центри

Рис. 2.7



Ю. В. Коляда100

Характер особливих точок лінеаризованої і початкової систе-
ми рівнянь збігаються, за винятком двох випадків:

a) якщо для лінеаризованої системи центр, то для початкової —
або центр, або фокус;

б) за нульового значення одного з коренів характеристичного
рівняння треба проводити додаткове дослідження.

У нашому випадку матриця лінійної системи матиме вигляд
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Для першої особливої точки матриця M записуємо
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Корені характеристичної функції рівні σ−=λ1 ; 
1

1
2 +

+σ−=λ
k

.

Для крσ<σ  вони різних знаків і особлива точка є сідло, через дію
умови крσ>σ  — стійкий вузол.

Для другої особливої точки корені характеристичного рівнян-
ня є σ−=λ1 ; ( ) ( )[ ]1111

2 +⋅σ−⋅σ−⋅−=λ k
k

, оскільки вона існує через

дію умови 
1

1
+

=σ<σ
kкр , а параметри σ  і 0>k , то корені 1λ  і 2λ

від’ємні й особлива точки — стійкий вузол.
Числове інтегрування системи диференційних рівнянь (2.42)

здійснювалось на різних початкових умовах і за різними число-
вими значеннями параметрів σ  і k . Графічно результати як функ-
ції часу та фазові портрети зображено на рис. 2.8—2.13.

Числове інтегрування диференційних рівнянь ММ (2.42)
здійснювалось в системі Mathcad методом Рунге—Кутта 4-го
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порядку з постійним кроком на інтервалі [0; 1], тобто
Z:=rkfixed(X,0,1,4000,N),
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де є права частина моделі (2.42), X  — вектор змінних.

Для початкової умови ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

5,0
5,0

:X  за різних числових значень

параметрів ММ (2.42), а саме: k  = 1; 2; 4; 6 та δ  = 0,05; 0,1; 0,12;

0,15; 0,18; 0,2; 0,3; 0,4; також дробових 
4
1=k  і 

2
1 та δ  = 0,1; 0,15;

0,2; 0,3; 0,4; 0,6; 0,65; 0,75 фазовий портрет на площині Zk, 3OZk, 2 і
часові залежності Zk, 2 = x(t), Zk, 3 = x(t), де час t = Zk, 1 — тополо-
гічно еквівалентні, незначна відмінність спостерігається між
числовим значенням (у межах сотих і не більше однієї десятої
частини) залежних змінних. Як приклад графічні результати

одного з числових експериментів (
2
1=k ; 65,0=δ ) наведено на

рис. 2.8 і 2.9.

Рис. 2.8
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Рис. 2.9

У випадку початкової умови ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

X  і параметрів k = 1 і

4;3;2=δ  також спостерігається топологічна еквівалентність
(рис. 2.8 і 2.9 для 1=k , 4=δ ). Разом з тим фазові портрети на
рис. 2.8 і 2.10 принципово різного характеру.

Рис. 2.10
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Для початкової умови ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
2

X  та 1=k  і 3=δ  геометрично ре-

зультати розрахунків показано на рис. 2.12 і 2.13. Має місце дещо
інший характер часових залежностей для змінних моделі (режим
вимивання).

Рис. 2.11

Рис. 2.12
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Рис. 2.13

Економічна трактовка дії хемостата. Якщо відмовитись
від термінів хімічної технології і надати їм економічного тлума-
чення, то математична модель хемостата принципово описує
економічні процеси і явища, які відбуваються під дією стимулю-
ючої зовнішньої сили — джерело, а вихід хемостата відповідає
стоку. Незважаючи на складний характер і багатофакторність
економіки, обмежимось найменшим числом змінних, що будуть
визначальними для економічного стану, а саме: змінна ( )tx  відо-
бражає вартість всього того (корисні копалини, грошові вкладен-
ня держави, інвестиції іншого роду), що бере участь у сфері ви-
робництва, включаючи управління; змінна ( )ty  відповідає обсягу
виробництва у вартісному вимірі (товари і послуги), включаючи
інфраструктуру реалізації. Будь-які обмеження не передбачають-
ся (всього вдосталь і все доступне). Таким чином, на підґрунті
ММ (2.42) змінні x  і y  відображають всезагальні форми здійс-
нюваного в суспільстві процесу виробництва.

Як висновок, наглядно продемонстровано новий підхід до
комп’ютерного дослідження макроекономічних процесів, який
ґрунтується на використанні досягнень математичного моделю-
вання систем іншої природи, але споріднених з економікою та-
кими визначальними рисами, як нерівноважність, нелінійність,
нестійкість і незворотність у процесі свого розвитку. Математич-
на модель хемостата в найпростішому варіанті принципово здат-
на описувати різноманітні режими економічної дійсності. Залеж-
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но від співвідношень між коефіцієнтами ММ спостерігається прин-
ципово різного характеру режими. Для умови крDD > досить
швидко настає режим вимивання, про що застерігали аналітичні
міркування, а тепер свідчать числові розрахунки.

Надалі належить ідентифікувати числові коефіцієнти ММ відпо-
відно до змісту її змінних економічного стану держави чи іншого
об’єкта моделювання і провести широкомасштабний обчислюваль-
ний експеримент. Моделюючи, варто пам’ятати про існування так
званих оцетних розв’язків (атракторів розвитку), які задовольняють
рівняння ММ, але не відповідають економічній дійсності.

2.5. Множина математичних моделей
економічного стану

Низка принципово важливих для процесів обміну ефек-
тів описується математично. Із застосуванням теорії якісного
аналізу диференційних рівнянь вивчається поведінка отриманих
нелінійних математичних моделей економічної динаміки. Згаду-
ваним результатам якісного дослідження надано економічне тлу-
мачення: записано верхню і нижню межу величини абсолютного
дефіциту; узагальнено формулу рівноважної ціни; встановлено
умови нестійкості.

2.5.1. Однопараметричні моделі

У монографії [107] подано елементи прикладного спря-
мування теорії обмінних процесів (обміну товарами, послугами,
благами суспільства тощо). Ця теорія ґрунтується на застосуванні
до моделювання системи двох звичайних диференціальних рів-
нянь (ЗДР) 1-го порядку (2.3) результатів якісного аналізу теорії
ЗДР [9]. Наданням залежним змінним )(tx  і )(ty  відповідного
тлумачення опишемо широке коло задач макроекономічної нелі-
нійної динаміки, а саме: обмінні процеси — обмін споживчими то-
варами, їх вартостями і виникнення грошей; нерівноважна концеп-
ція ціни і ціноутворення. Також математичною моделлю (2.3) опи-
сується діяльність малих соціальних груп і лідерство в них.
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Таким чином, має місце започаткована в [107] і далі просунута
в монографії [108] синергетична теорія соціально-економічних
процесів обмінного типу, елементи якої дають певні відповіді на
запити нелінійної динаміки практичної економіки, а окремі ре-
зультати котрої перекривають здобутки рівноважного економіч-
ного аналізу. За суттю, базовою моделлю згадуваної теорії ви-
ступає універсального характеру система диференціальних рів-
нянь Вольтерра—Лотки [у (2.3) треба покласти 041 == jj ], добре
знана спочатку в математичній біології, екології, хімічній кінети-
ці, нелінійній біофізиці тощо, а потім в деяких інших сферах нау-
кового пізнання. Стосовно класичної моделі Вольтерра—Лотки

⎩
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xyjyjy
xyjxjx
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23

&

&
(2.3а)

зауважимо, що хоча в ній присутні 4 параметри 2j , 3j , 4j  і 5j ,

але через заміну змінних ( u
j
jx
5

3= ; v
j
jy
2

3= ; 
3j

t τ= ) одержимо си-

стему рівнянь у безрозмірному вигляді
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uvvv
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&
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(2.3б)

з одним параметром 
3

6

j
j=γ .

У моделі (2.3) поза увагою лишилась низка принципово важ-
ливих з економічної точки зору моментів, а саме:

а) нелінійна залежність швидкості збільшення обсягу товару
x  за умов малих щільностей, що властиво початковій фазі вироб-
ництва;

б) насиченість обмінного процесу товаром y ;
в) нелінійний характер залежності швидкості обміну товару y

на x  від щільності величини x  за малих її значень x ;
г) нелінійна залежність швидкості створення товару y  від

щільності за малих його обсягах.
Отже, результати опису динаміки обмінного процесу, що спи-

рається на використання моделі (2.3), мають сприйматись як ну-
льове наближення до відображення економічної дійсності.
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Постановка проблеми і підходи до її розв’язання

Зазначені вище вагомі фактори і закономірності перебігу об-
мінних процесів економіки, що не враховується ММ (2.3), опи-
шемо математично, скориставшись в основному паралелями й
аналогіями та економічними інтерпретаціями динаміки взаємо-
діючих біологічних популяцій [7, 8, 140]. За суттю, такий підхід
органічно продовжує ту лінію історичного процесу, що зароди-
лась в глибинах часу. Досить пригадати появу рівняння Мальтуса

xx 3µ=&  і його подальше, по-перше, застосування в економіці як
лінійної моделі Харрода—Домара або його, по-друге, узагаль-
нення )1(3 xxx −µ=&  — логістичне рівняння, що також є невід’єм-
ною складовою економічної освіти і практики.

Застосовуючи якісну теорію звичайних диференціальних рів-
нянь до отриманих вказаним вище способом ММ, вивчається ха-
рактер і якісна поведінка обмінних процесів.

З огляду на безрозмірну ММ (2.3б), повторимо результат
[107], оскільки в такому разі все виглядає простіше і стає доступ-
нішим, утворюючи певну методику якісного вивчення проблеми.

Дійсно, скориставшись заміною змінних: 
3j

t τ= ; u
j
jx
5

3= ; v
j
jy
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3=

і поклавши 12
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5
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~ j
j
jj =  і 2

3

42
4

~
j
jjj = , ММ (2.3) перепишемо у такий

спосіб:
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де коефіцієнт 
3

6

j
j=γ ; 

5
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j
jjj = ; 

2

4
2
3

4

~

j
jjj = .

Для матриці Якобі моделі (2.3в) її слід — сума елементів
головної діагоналі задається виразом ;1 ν−γ−−−= uSpJ  визнач-
ник )1(det vuJ +γ+= . Ці величини обчислюються в особливих

точках ( 0=u& ; 0=v& ), які мають координати 
v

ju
+

=
1

~
1 ; .

)(

~
4

γ+
=

u
jv

Фазовий портрет або характер поведінки розв’язків ММ в околі
рівноважної точки ( u ; v ) визначається знаками власних чисел
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матриці Якобі, які є коренями квадратного рівняння
0det)(2 =+λ⋅−λ JSpJ .

Щоб уникнути прямого обчислення власних чисел, варто ско-
ристатись діаграмою залежності фазових портретів від сліду SpJ
і визначника Jdet  матриці Якобі (див. рис 2.7).

Оскільки слід матриці завжди від’ємний, а 0det >J , то матиме
місце стійка точка (вузол, або фокус).

На завершення наведемо формули рівноважної ціни

42
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~

jj
jjC

j
jC =↔= , яка дещо відрізняється від оголошеної [107],

будучи більш правдоподібною (співмножники 
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j
j  ураховують

паритет обміну); обмінної вартості 
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ujC
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~
 через запаси

товару обміну, звідки вираз нерівноважної ціни
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= . Через відмову від безрозмірних

змінних одержимо нову формулу абсолютного дефіциту

)( 4
0

1

2

5 j
C
j

j
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Привертає увагу той факт, що структура формул зберігається,

але в них додатково стосовно [107] з’являється множник 
2

5

j
j , тоб-

то ураховується міра обміну.

Виклад основних результатів

Будемо послідовно ускладнювати базисну ММ (2.3), допов-
нюючи її щоразу одним окремо взятим чинником з числа тих, що
є впливовими для економічного стану, але не знайшли відтво-
рення у моделі. Вказаний підхід до модифікації ММ (2.3) може
розцінюватись як збурення базової моделі й означатиме встанов-
лення ролі динамічних ефектів, викликаних саме збуренням. Од-
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разу зазначимо: по-перше, хоча економіці притаманні не пооди-
нокі, ізольовані причини її розвитку, а їх калейдоскопічне хитро-
сплетіння. Однак запропонований підхід сприяє розробці певній
класифікації і визначенню ролі того чи іншого фактора впливу на
еволюцію макроекономічного процесу. По-друге, оскільки вихід-
на ММ (2.3) вже має параметр γ , то всі інші однофакторні її мо-
дифікації володіють двома параметрами. Для кожної з модифіка-
цій нижче наведено відповідні системи ЗДР у початкових змін-
них і безрозмірному вигляді, а потім розглядаються їхні фазові
портрети. У такий спосіб відбувається вивчення внутрішніх ме-
ханізмів економіки, котрим надана їх якісна інтерпретація та
встановлений рівень важливості.

Урахування нелінійного характеру виробництва товару x
здійснюється в ММ:

xyj
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xjjx 2
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−=& ; xyjyjjy 564 −−=& , (2.43)

завдяки якій заміною змінних 
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3

5

j
Njk = , N  — деяка константа; 1

3
1

~1 j
jN

j ⋅
⋅

= ;

.~
4

2

2
3

4 j
j
jj =

Конкуренція товару y  за товар x  опишемо системою диферен-
ціальних рівнянь

By
xyjxjjx

+
−−=

1
2

31& ; yj
By
xyjjy 6

5
4 1

−
+

−=& , (2.44)

з якої заміною змінних 
3j

t τ= ; u
j
jx
5

3= ; v
j
jy
2

3=  одержимо ММ у

безрозмірному вигляді
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v
uvuju
⋅β+

−−=
1

~
1& ; 

v
vuvjv
⋅β+

⋅−⋅γ−=
1

~
4& , (2.44а)

де 
2

3

j
Bj ⋅

=β ; 1
5

2
3

1
~j

j
jj ⋅= ; 4

2

2
3

4
~j

j
jj ⋅= ; 

3

6

j
j=γ .

Нелінійне створення товару через дію умови незначної щіль-
ності або через нелінійний обмін з боку товару y  на початковому
етапі процесу показано системою диференціальних рівнянь

xyjxjjx 231 −−=& ; xyj
yN

yyjjy 564 ⋅
+

−−=& , (2.45)

від якої заміною змінних 
3j

t τ= ; u
j

Njx ⋅⋅=
5

3 ; v
j
jy ⋅=
2

3  одержимо

ММ у безрозмірному вигляді

uvuju −−= 1
~

& ; 
v

vuvjv
⋅υ+

⋅+⋅γ−=
1

~ 2

4& , (2.45а)

де 
3

6

j
j=γ ; 

Nj
j
⋅

=υ
2

3 ; 1
5

2
3

1
~j

j
jj ⋅= ; 4

1

2
3

4
~j

j
jj ⋅= .

Насичення обміну з боку y  описано системою диференціаль-
них рівнянь

Ax
xyjxjjx

+
−⋅−=

1
2

31& ; 
Ax
xyjyjjy

+
−−=

1
5

64& (2.46)

і безрозмірного вигляду

u
uvujju
α+

−−=
1

~
31& ; 

u
uvvjv
⋅α+

−⋅γ−=
1

~
4& , (2.46а)

якщо скористатись заміною 
3j

t τ= ; u
j
jx ⋅=
5

3 ; v
j
jy ⋅=
2

3 . При цьому

матиме місце 1
5

2
3

1
~j

j
jj ⋅= ; 4

2

2
3

4
~j

j
jj ⋅= ; 

6

3

j
jA ⋅=α ; 

3

6

j
j=γ .

Урахування конкуренції з боку товару x  описується системою
диференціальних рівнянь
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2
231 x

K
axyjxjjx −−−=& ; xyjyjjy 564 −−=& . (2.47)

Використовуючи заміну 
3j

t τ= ; Kux = ; v
j
jy ⋅=
2

3 , матимемо

ММ у безрозмірному вигляді

uvuuju −−−= )1(~
1& ; uvkvjv ⋅+⋅γ−= 4

~
& , (2.47а)

де 131
~jKjj = ; 4

2

2
3

4
~j

j
jj = ; 

3

6

j
j=γ ; 

3

5

j
Kjk = .

Нелінійних характер обміну товару y  на товар x  за малої
щільності його описується системою диференціальних рівнянь

Px
yxjxjjx

+
−⋅−=

1

2
2

31& ; 
Px

yxjyjjy
+

−−=
1

2
5

64& (2.48)

Через заміну змінних 
3j

t τ= ; u
j
Pjx ⋅=
5

3 ; v
j

Pjj
y ⋅=

2

53  отри-

муємо ММ у безрозмірному вигляді

u
vuuju
α+

−−=
1

~ 2

1& ; 
u

vuvjv
α+

−⋅γ−=
1

~ 2

4& , (2.48а)

де 1
5

3
31

~j
j
Pjjj ⋅= ; 1

5

3 −=α P
j
j ; 453

2

3
4

~jPjj
j
jj ⋅= .

До кожної з ММ (2.43)—(2.48) застосована техніка якісного
аналізу ЗДР. У кожному з шести варіантів дослідження здобули
структурно аналогічні [107] результати, відмінність яких між со-
бою виявляється через використання різних числових значень
координат особливих точок (( x , y ) або ( u , v )).

Економічна інтерпретація результатів

Окремо зупинимось на ММ (2.45), котрою описуються нелі-
нійні процеси виробництва від початку діяльності. Ця модель ці-
кава у зв’язку з явними оцінками й ясним тлумаченням результа-
тів моделювання з економічної точки зору.
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Обмінна вартість через координати ( x , y ) стаціонарних точок

( 0=x& , 0=y& ) набуває вигляду .
))((

)(

64

_
31

yjjyN
xjjyC
−+

−=

За умови довговічності товару x ( 03 →j або ∞→τx ) матиме
місце вираз

yN
y

yj

j
C

y

+
⋅

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

τ
−

=

4

1
0 (2.49)

— добуток, перший зі співмножників якого є відомою формулою
нелінійної концепції ціни у випадку ММ (2.3), а інший співмно-
жник відображає вплив нелінійності процесу створення товару y
на початковому етапі.

Після очевидних алгебраїчних перетворень матимемо рівність

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−⋅

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

τ
−

=
yN

N

yj

j
C

y

1

4

1
0 .

Нехтуючи від’ємним доданком у квадратних дужках, перехо-

димо до нерівності 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

τ
−

≤

y

yj

j
C

4

1
0  або оцінки зверху для величи-

ни 0C . Зауважимо, що результат [107] дає рівність.
Для оцінювання обсягу абсолютного дефіциту після перетво-

рень також дістанемо нерівність

yj
C
jy τ⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−≤ 4

0

1

на відміну від результату [107], який, будучи рівністю, дає зави-
щену оцінку (обсяг y ).
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При розрахунку абсолютного дефіциту y , зважаючи на його
визначення [107], у круглих дужках формули (2.49) фігурує знак
плюс.

Якщо у формулі (2.49) знехтувати доданком ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

τy

y
, то після

перетворень одержуємо таку нерівність для абсолютного дефіциту

401

40

jCj
NjCy

−
≥ .

Таким чином, має місце двостороння нерівність

yj
C
jy

jCj
NjC

τ⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−≤≤

− 4
0

1

401

40 (2.50)

— оцінка абсолютного дефіциту, тобто вказано межі його існу-
вання. Після очевидних перетворень знаходимо вельми приваб-
ливу наближену оцінку абсолютного дефіциту

( )
4

2
0

2
401

jC
jCjyN y

−τ≤≤ . (2.50а)

Фактор абсолютного дефіциту регулюється коефіцієнтами
ММ (2.45), а його обсяг є мультиплікатор довговічності yτ  това-

ру, рівноважної ціни ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

4

1

j
j  і відношення 

2

10

401
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −

jC

jCj  для верхньої

оцінки, а знизу величина y  обмежується сталою N , вибір якої
лишається за суб’єктом господарювання. Між іншим, формулу
(2.50а) можна переписати у такому вигляді

2
0

1

4

1

C
j

j
jyN y ⋅τ≤≤ , (2.50б)

роблячи її ще більш грубою оцінкою зверху.
Економічне тлумачення [107] рівності для оцінки величини y

залишається в силі для розглянутого нами випадку. Зазначимо
тільки, що безкоштовний розподіл товару або благ, що еквівален-
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тний вимозі 00 →C , яка означатиме за одержаною оцінкою
(2.50а) досить великий або нескінченний обсяг дефіциту. Іншими
словами, модельована система господарювання стає нестійкою,
а фінансовий обіг коштів в ній практично руйнується. Такий стан
матиме катастрофічні наслідки, оскільки величина 2

0C  стоїть у
знаменнику.

Отже, абсолютний дефіцит спричиняється не тільки нестачею
товару лінійним чином, як традиційно вважалося, але й відносно
низькою ціною та відносно високою платоспроможністю 1j  по-
питу (на руках у населення — значна грошова маса), причому ха-
рактер такої залежності нелінійний.

Таким чином, дослідження ММ (2.43)—(2.48) показало, що за
впливом на результати моделювання окремо взяті фактори роз-
биваються на дві множини — стабілізуючого і дестабілізуючого
характеру. Наприклад, нелінійний процес створення товарів x  чи
y  за малих обсягів виробництва, насичення товаром y  належить
до множини факторів дестабілізуючого впливу.

Одночасне урахування кількох факторів однієї множини не
сприяє появі чогось нового: сумісна дія кількох стабілізуючих фак-
торів завжди спричиняє тільки стійкість рівноважної точки і діє на-
впаки у разі дестабілізуючих факторів. У безрозмірних ММ (2.43а)—
(2.48а) наявні два параметри — крім коефіцієнта γ існує ще один,
зумовлений належністю до однієї з множин факторів, але саме він і
буде принципово важливим, таким, що визначає поведінку фазового
портрету. (Між іншим, цим пояснюється і назва параграфу.)

Також встановлено двосторонню оцінку (2.50а) обсягу абсо-
лютного дефіциту, верхня межа якого нелінійно залежить від
платоспроможного попиту і діючих у суспільстві низьких цін,
а нижня межа визначається деякою константою — рівнем свобо-
ди для способу господарювання.

2.5.2. Двопараметричні моделі

У даному параграфі продовжується дослідження нелі-
нійної економічної динаміки. Логіка наукового розгляду викли-
кана тим, що обмінні процеси економіки супроводжуються низ-
кою явищ, кожне з яких взяте окремо, принципово впливає на
еволюцію економіки, а тим більше внаслідок їх спільної дії.
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Праці [1, 40, 50] останнього часу свідчать про досить широке
використання в економіко-математичному моделюванні добре
знаної в математичній біології, біофізиці та екології класичної
системи рівнянь Вольтерра—Лотки, незважаючи на її недоліки
(в ній не ураховується ряд важливих аспектів економічної діяль-
ності). Зокрема, виписана в монографіях [107, 108] множина ма-
тематичних моделей являє собою розвинення базисної, тобто Во-
льтерра—Лотки, системи рівнянь. Згадуваною множиною
моделей охвачується широке коло проблем (задач, явищ і проце-
сів) економічної практики. Щодо кожної ММ в [107] проголоше-
но результати її вивчення з використанням теорії якісного аналізу
звичайних диференційних рівнянь.

У статті [50], навпаки, наводяться результати числового моде-
лювання над системою рівнянь Вольтерра—Лотки, яка інтерпре-
тується як дуопольно-дуопсонієва конкуренція. В згадуваних
працях не розглядається такі важливі аспекти економічних об-
мінних процесів, як досягнення насиченого стану, урахування
ступеня взаємодії і взаємовпливу конкурентів в нелінійних умо-
вах виробництва товару та у випадку малої його кількості тощо.
Мета параграфу полягає у тому, щоб отримати рівняння ММ

економічного стану для всіх практично важливих моментів еко-
номічної діяльності. На прикладі одного з важливих аспектів
провести повноцінне і цілком доступне економісту якісне дослі-
дження, а його результати тлумачити в контексті появи грошей у
суспільстві, їх впливу на різні сторони економічного життя.

Основні результати вивчення

Спираючись на економічне тлумачення моделі Вольтерра—
Лотки як базової та ґрунтуючись на відомих в математичній
біології підходах [8] до узагальнення системи рівнянь, нижче
подається низка математичних моделей, в кожній з яких
ураховується той чи інший аспект перебігу процесу обміну в
економіці.

Конкуренція товару x і насичення товаром y описана систе-
мою рівнянь: 

Ax
bxy

K
xKaxx

+
−−⋅=

1
&  і 

Ax
dxycyy
+

+−=
1

& , де a, b, c, d, K

і A — деякі сталі величини. Заміною змінних at τ= ; u
d
cx = ;
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v
b
ay =  здійснюється перехід до безрозмірної моделі:

2

1
u

u
uvuu ε−
α+

−=& ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α+
−γ−=

u
uvv

1
1& , в якій присутні лише два па-

раметри: d
Ac=α ; Kd

c=ε ; коефіцієнт a
c=γ  органічно прита-

манний моделі. Привертає увагу те, що замість початкових п’яти
параметрів у безрозмірній моделі фігурують лише два.

Одночасне урахування дії факторів конкуренції серед товару x
і нелінійним зростанням його обсягу для малих кількостей мо-

дель записується bxy
K

xK
xN

axx −−⋅
+

=
2

& ; dxycyy +−=& , котра замі-

ною at τ= ; Kux = ; v
b
ay =  набуває безрозмірного вигляду

uv
un
uuu −

+
−= )1(2

& ; )( umvv −γ−=& , де Ka
Nn = ; dK

cm = ; a
dK=γ .

Зауваження! Системи рівнянь, що залежать від кількох пара-
метрів, привести до безрозмірного вигляду можна різними
способами. Формально всі вони рівноправні, але з позицій
простоти дослідження і тлумачення результатів деякі способи
більш придатні. Рекомендацій віддати перевагу якомусь з них
немає, значну роль відіграє інтуїція і досвід дослідника.

Нелінійний обмін між товарами y і x за малої кількості остан-
нього з урахуванням насиченості описується рівняннями

2

2

1 Ax
ybxaxx

+
−=& ; 2

2

1 Ax
ydxcyy

+
+−=& .

Конкуренція другого товару у і стан його насичення урахову-

ються у моделі 
Ax

bxyaxx
+

−=
1

& ; 2

1
y

Ax
dxycyy ε−
+

+−=& .
Динаміка конкуренції товару у в обміні з товаром x і стан його

насичення відобразимо системою рівнянь 
)1)(1( ByAx

bxyaxx
++

−=& ;

)1)(1( ByAx
dxycyy

++
+−=& .
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Нелінійна закономірність створення товару у і внутрішня кон-
куренція для першого товару х відтворюються рівняннями

bxy
K

xKaxx −−=& ; 
yN

dxycyy
+

+−=
2

& .

Таким чином, розглянуто повний набір двофакторних розвинень
класичної моделі Вольтерра—Лотки, який утворюється з урахуван-
ням одного стабілізуючого фактора та іншого — дестабілізуючого.

Узагальнення (2.3) являють собою таку двопараметричну мо-
дель обмінного типу:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
+

−=

−
+

−=

yj
xD

xyjjy

xj
yD

xyjjx

6
2

54

3
1

21

1

1

&

&

, (2.51)

де присутність співмножника 
yD11

1
+

 біля доданку xyj2  і 
xD21

1
+

для xyj5  забезпечує нелінійну динаміку мутуалістично [9, 140]
пов’язаних товарів обмінного процесу з урахуванням стану наси-
ченості. Мутуалізм складових обміну вбачає обов’язкову взаємо-
дію між ними — має місце обмінний процес! Цей термін фігурує
у нелінійній біофізиці і математичній біології, у яких з економі-
кою є багато спільного, оскільки предмет уваги згадуваних дис-
циплін належить до класу відкритих, нестаціонарних, нелінійних,
нерівноважних систем незворотної дії. Зрозуміло, що (2.51) уза-
гальнює ММ (2.3), яку матимемо при D1 = D2 = 0.

Стосовно ММ (2.51) в окремому випадку j1 = j4 = 0 фазове
описання відоме [8] — сепаратриса сідла ділить фазовий простір
на дві площини: в тій, що лежить близько до координатних вісей,
обмін товарами згасає, а в інших — далекій від першої площини,
відбуваються обмінні процеси. Дослідимо вплив коефіцієнтів j1 j4
на перебіг подій у фазовому просторі.

Згідно з технікою якісного аналізу звичайних диференційних
рівнянь [176] послідовно виконуються такі кроки. Спочатку шу-
каємо особливі (стаціонарні або рівноважні) точки, покладаючи

0== yx && . Для ММ (2.51) координати таких точок записується:

)1(
)1(

132

11

yDjyj
yDjx

++
+= ; 

)1(
)1(

265

24

xDjxj
xDjy

++
+= .
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Підстановкою абсциси x  в формулу для ординати дістанемо
квадратне рівняння 02 =++ cybya , де [ ++= )( 26511 DjjDja

]16326 Djjjj ++ ; [ ]211413424362651 )( DDjjDjjjjjjDjjjb −−−++= ;
21434 Djjjjc −−= .

Отже, для ММ (2.51) існують два стани рівноваги ( 11, yx )
( 22, yx ).

Далі записуємо функціональну матрицю Якобі ММ (2.51), що
являє собою матрицю 2-го порядку для частинних похідних. У роз-
глядуваному разі вона матиме вигляд
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J ,

оскільки обчислюється в точках рівноваги.
Слід матриці SpJ — сума елементів головної діагоналі запи-

суємо

0
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Визначник матриці набуває вигляду
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Слід і детермінант матриці лінеаризації ММ (4.51) потрібні,
щоб скористатися діаграмою (рис. 2.7) розташування фазових
описань, уникаючи безпосереднього обчислення власних чисел
(коренів квадратного рівняння).

Для спрощення виразу детермінанта матриці Якобі скориста-
ємось майже очевидною рівністю

63
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1
jj

xD
xjj

y
jj +

+
= ,
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яку дістанемо з другого рівняння ММ (2.51) за умови 0=y& , по-
передньо домноживши на 3j . Після очевидних, але громіздких
перетворень остаточно матимемо вираз

2
1

62
42

1

4243

)1(1
det

yD
yjj

jj
yD

jj
y
jj

J
+

+−
+

+= .

Знак визначника встановлюється за координатою y . Отже,
одна з особливих точок може бути стійким фокусом (вузлом) для

0>y , а інша — сідлом ( 0det <J ) — нестійкою точкою.
Зауважимо, що для 021 == DD  повторюється відомий резуль-

тат [107].
Згідно з означенням [107] обмінна вартість 

5

2
0 j

jC =  є відно-
шення білінійних доданків ММ, котрими описуємо зустріч двох
товарів. У нашому випадку це матиме вигляд

)1(
)1(

15

22
0 yDj

xDjC
+
+= .

Вираз обмінної вартості через координати x  і y  особливих
(рівноважних, або стаціонарних) точок запишемо

)1)((
)1)((

264

131
0 xDyjj

yDxjjC
+−
+−= . (2.52)

Для граничного переходу 03 →j  ( ∞→τx ), що еквівалентно
існуванню довговічного товару x, тобто з’являються гроші,
останній вираз спрощують

( )xDyj

yDj
C

y
24

11
0

1

)1(

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ−

+
= . (2.52а)

У формулі нерівноважної ціни (2.52а) коефіцієнт 1j  є плато-
спроможний попит за одиницю часу, 4j  — виробництво або про-
позиція товару y за одиницю часу; x  і y  — запаси товарів; yτ  —
довговічність товару виду y, пов’язана з фізичним зносом і мораль-
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ним старінням; коефіцієнти D1 і D2 стосуються рівня насиченості
економічного стану.

За умов дефіциту обмінна вартість матиме вигляд

( )xDyj

yDj
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y
24

11
0

1

)1(

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ+

+
= , (2.53)

де y  — абсолютний дефіцит товару y. Після очевидних алгеб-
раїчних перетворень з (2.53) формула абсолютного дефіциту на-
буде такого вигляду:
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[ ])1(

)1(

2011
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xDCjD
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y

+−τ

−+τ
=

v

. (2.54)

Зауважимо, що для 021 == DD  отримуємо раніше відомий
[107] результат.

Отже, в оцінюванні обсягу абсолютного дефіциту беруть
участь усі наявні фактори, що цілком логічно. З метою з’ясу-
вання ролі деяких факторів шляхом перетворень виразу (2.54)
маємо нерівність

)1(
)1(
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+
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+
τ
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≥ . (2.54а)

У формуванні обсягу абсолютного дефіциту провідна роль на-
лежить грошовій масі x  суспільства. Таким чином, величина аб-
солютного дефіциту прямопропорційно залежить від відношення

коефіцієнтів ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

4

j
j , обмінної вартості 0C  та кількості грошей.

Вплив коефіцієнта D1 на y  обернено пропорційний.

Зауваження! Нерівність (2.54а) формально можна переписати

у вигляді функції 
z

zky 1+⋅≥ , де 
1

4
D

jk yτ=  є стала величина.

Графік цієї функції являє собою суму прямої zky ⋅=1  і рів-
носторонньої гіперболи zy 1

2 =  зображено на рис. 2.14 для k = 1.
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Рис. 2.14. Графік функції 
z

zy 1+=

Точку мінімуму функції 
z

zky 1+⋅=  обчислюємо через

kz 1
min = . Зліва від точки екстремуму обсяг дефіциту зростає

катастрофічно і не так швидко справа від minz  для 1>k . Значно
менше зростання дефіциту матиме місце праворуч від точки мі-
німуму у випадку 1<k . У такий спосіб з’ясуємо роль коефіцієн-
тів yτ , 4j  і 1D .

Із (2.54), нехтуючи величиною 1j  у чисельнику, легко записа-
ти нерівність мажорантного типу

1
)1( 20

11

4

−
+

τ
τ

≤

xDC

jD
j

y
y

y

для обсягу абсолютного дефіциту, яку можна подати так:
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Отже, у даному параграфі висвітлено способи побудови дво-
параметричних математичних моделей процесу обміну двома то-
варами. З використанням однієї з них аналітично досліджено об-
сяг абсолютного дефіциту, який детермінується головно наявною
грошовою масою у суспільстві та обмінною вартістю 0C , також
залежить від стартових умов початку обміну та коефіцієнтів рів-
ня насиченості економічного стану. Будь-які спроби безоплатно-
го розподілу послуг у суспільстві, що відображено умовою

00 →C , приречені на крах, штовхають державу до катастрофи.

2.6. Універсальна адаптивна математична модель
економічного стану

Адаптація іманентно притаманна економіці. Чи не єди-
ний інструментом пізнання адаптивного механізму економіки ви-
ступає математичне моделювання. Але для цього треба побудувати
відповідну ММ — адаптивну за походженням і адекватну за при-
значенням, тобто бути легко доступною та адекватно відтворювати
характерні риси об’єкта моделювання. Проблема адаптації в еко-
номіці дедалі більше претендує стати ключовою в зв’язку з труд-
нощами вивчення нелінійної економічної динаміки. Їх наявність, на
наш погляд, глобально спричинена відсутністю в економіці жорст-
ких структур і форм та систематичним дрейфом економічних фак-
торів, постійною змінюваністю цілей і критеріїв їх досягнення.

У загальній теорії систем [22] має місце закон необхідної різ-
номанітності, котрий стосовно економіко-математичного моде-
лювання формулюється так: потужність множини ММ (кількість
різноманітних елементів банку моделей) має бути не меншою рі-
зноманітності об’єкта моделювання.

Зміст закону виявляється у такому: розробляючи систему моде-
лювання, мета якої подолати труднощі комп’ютерного досліджен-
ня об’єкта, треба забезпечити такі умови, щоб вона володіла або
була спроможна створювати необхідне розмаїття моделей і мето-
дів вивчення, тобто мала таку різноманітність, яка була б більшою
або щонайменше рівною різноманітності початкової проблеми.

Стисло це звучить так — тільки різноманітність може здолати
різноманітність, або клин вибивається клином, як говорить на-
родна мудрість.
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2.6.1. Принципологія побудови ММ
економічних процесів і явищ

Спершу зауважимо, що на відміну від технічної або
біологічної літератури в економічній не так вже й багато (просто
мало) публікацій щодо правил і способів математичного опису
(створення ММ) економічної ситуації.

Привертають увагу монографії [107, 108], в котрих задекларо-
вано розмаїття ММ різноманітних процесів чи явищ СЕС. Згаду-
ване розмаїття охоплює вельми різнорідні за змістом складові
буття суспільства, практично всі його грані, починаючи від проб-
лем економіки (обмін товарами й утворення грошей, діяльність
малого бізнесу, функціонування мікро- і макроекономіки), соціо-
логії (лідерство в групі людей, національна пиха), розвитку науки
тощо і закінчуючи ритуалом поховання. Перш за все наголосимо,
що зазначені ММ являють собою головно системи розмірності,
два ЗДР 1-го порядку. Узагальнено їх множину можна описати
системою рівнянь

⎩
⎨
⎧

⋅⋅+⋅−=
⋅−⋅=

,)(
)()(

yxbkycy
yxbxxax

&

&
(2.55)

де а(х) і b(x) — функції, а коефіцієнти с і k —  постійні. Вона в
свою чергу є окремим випадком запропонованої А. М. Колмого-
ровим [54] ММ — модифікації класичної моделі Вольтерра—Ло-
тки «жертва—хижак». Тут простежується формальна відповід-
ність структури моделей, не вдаючись до змістовного наповнення
змінних.

Права частина ММ (2.55) відтворює тією чи іншою мірою
вплив складових економічного явища, обов’язковими членами
якої мають бути: доданок, котрим відображається вплив фактора,
а потім — інший чинник для відображення впливу іншої коорди-
нати — змінної економічного стану. Після них йде третій дода-
нок, яким описано взаємодію координат x і y, що має, як правило,
білінійний характер: щоб взаємодіяти треба щонайменше зустрі-
тись. Але при цьому не виключається нелінійний характер з боку
однієї координати. Кожний член правої частини того чи іншого
рівняння ММ має свій знак, чим відтворює характер впливу, і чи-
словий коефіцієнт — міра взаємодії складових об’єкта моделю-
вання.
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Наприклад, система диференційних рівнянь

⎩
⎨
⎧

−−=
−−=

,654

321

yjxyjjy
xjxyjjx

&

&
(2.3)

де j1, …, j6 — сталі величини, виступає [107] ММ формування со-
бівартості, конкурентної боротьби товару х за оволодіння това-
ром y, узагальнення поняття ціни і планування обмінних від-
носин.

Варто наголосити, що варіанти зазначеної ММ, пов’язані зі
зміною між собою третіх доданків рівнянь моделі, зміною їх зна-
ків або наявності тільки одного зі згадуваних доданків, охоплює
широкий спектр різних за змістом проблем СЕС. Наприклад, пе-
рестановкою членів (–j3x) і (–j6y) в рівняннях моделі (2.3) мати-
мемо ММ
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що відповідатиме моделюванню абсолютно емоційних партнерів.
Через дію умови додатних знаків лінійних членів для (2.3а) ма-
тимемо ММ — байдужих партнерів. Якщо у першому рівнянні
системи (2.3) лінійний член j3x зі знаком плюс, у другому (–j6y)
— з мінусом, це буде ММ національного чванства [108]. Отже,
спостерігаємо універсальність ММ (2.3) і появу реальних умов до
адаптації моделювання.

Зауваження! Давно фігурує [85, 96, 97] конструктивна і плід-
на думка, що біологічні системи схожі на економічні. Дійсно,
рівняння біологічних ММ різняться тільки коефіцієнтами і
предметним тлумаченням змінних (у термінах об’єкта моде-
лювання).

Розглянемо еволюцію відтворення економічних явищ і про-
цесів математичними моделями. Добре відома в економічному
аналізі модель Харрода—Домара [161] є рівнянням Мальтуса

)(            constaxax =⋅=& (2.56)

з точністю до позначень коефіцієнта, де змінна x(t) — створюва-
ний валовий продукт.
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Лінійне ЗДР 1-го порядку (2.56) ускладнювалось, стаючи не-
однорідним і все ж володіючи аналітичним розв’язком експонен-
ційного типу. Модель (2.56) вдало описує зростання економіки на
малому часовому інтервалі, її динаміку для невеликих значень
x(t).

Для значних числових значень (ВВП) функції x(t) з урахуван-
ням обмеженості ресурсів модифікацією (2.56) буде відоме логіс-
тичне рівняння

, 
K

xKaxx −⋅=& (2.56а)

де величина K визначається ресурсами (місткість середовища).
Формально це також рівняння (2.55), але коефіцієнт а = а(х) є
функцією. Однак логістична модель ігнорує динаміку для малих
кількостей x(t), тоді розглянемо модель такого вигляду

2xax ⋅=& , (2.56б)
якій відповідає гіперболічне зростання x(t): за скінченний час до-
сягатимемо нескінченні значення x(t), що досить сумнівно. Отже,
розглядають рівняння

, 2

K
xKaxx −⋅=& (2.56в)

інтегральна крива x(t) якого, нагадуючи логістичну пряму, пові-
льніше зростає за малих значень x(t), а її точка перегину лежить
вище, ніж для класичного графіка. Разом з тим модель (2.56в) не
відображає той відрізок часу, в якому спостерігається експонен-
ційне зростання. Щоб уникнути такого недоліку, пропонуємо
розглядати ММ

, 
2

K
xK

xN
axx −⋅
+

=& (2.57)

з якої випливають попередні моделі як окремі випадки. Дійсно,
при 0→N  матиме місце (2.56а); для KN >>  і Kx <<0  асимпто-
тично переходимо до (2.56в).

Зауваження! У класичному логістичному рівнянні викорис-
товується лінійний закон зменшення місткості середовища.
Цілком логічним розвиненням моделі буде припущення щодо
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нелінійного закону, наприклад, пропорційний квадрату вели-
чини x(t), тоді модифіковане логістичне рівняння запише-
мо так:

 
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −⋅=
K

xKaxx& . (2.57а)

З урахуванням інших ефектів (2.57а) набуває вигляду

b
K

xKaxx −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −⋅=
2

& . (2.57б)

Функціональна реакція змінної у(t) («хижака») на змінну х(t)
(«жертву») — залежність раціону «хижака» від щільності попу-
ляції «жертви» сьогодні відображається чотирма способами:

а) лінійною залежністю b1(x) = b · x, покладену в основу рів-
няння Вольтерра—Лотки;

б) ефект насичення враховується подальшою нелінійною за-
лежністю

)1()( ρ
02

xebxb −−= ,

де величина ρ відповідає рівню наповнення. Цю залежність, ра-
ніше відому в екології харчування риб, нещодавно почали засто-
совувати в економіці;

в) якісно подібний попередньому результат дає відома в біо-
логії формула Моно (рівняння Міхаеліса — Ментен)

x
bxxb
α+

=
1

)(3 ;

г) ефект насичення за малих щільностей як і за великих врахо-
вується нелінійною залежністю

2

2

4 1
)(

x
bxxb
α+

= ;

Зауваження! Будь-яка економіка проходить одні й ті самі
етапи розвитку: від початкового моменту слабкого розвинен-
ня до сильного, тобто значного обсягу виробництва в майбут-
ньому. Зазначені функції bj(x) цілком слушно використовува-
ти в моделюванні економіки на різних часових інтервалах.
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2.6.2. Проблемно-орієнтована адаптація моделей

Досвід побудови моделей (як і саме моделювання еко-
номіки) має передаватись у спадок наступним поколінням дослід-
ників, і не тільки сприяти підвищенню кваліфікації безпосередніх
учасників процесу.

Комбінуючи різновиди аі(x) динаміки процесу моделювання
економіки і типові залежності bj(x) функціональної реакції змін-
ної y(t) («хижака») на щільність популяції «жертви» (змінна х(t)),
дістанемо найбільш повну на сьогодні альтернативну множину
ММ станів економіки (табл. 2.1).

Таблиця 2.1

b1(x) b2(x) b3(x) b4(x)
№
з/п

bj(x)

аі(x) лінійна нелінійна
ехр.

формула
Моно

нелінійна
квадр.

1 axx =& a1b1

2
K

xKaxx −=& a2b1

3 2axx =&

4
K

xKaxx −= 2& a4b1 a4b3 a4b4

5
K

xK
xN

axx −
+

=
2

&

6
K

xKaxx
2−=&

7 b
K

xKaxx −⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −=
2

&

Зауваження! Вперше, але меншої розмірності (i, j = 1, 2, 3)
табл. 2.1 наведена у праці [7].

По-іншому проблема виявлення і збереження знань фахівців у
сфері створення і дослідження ММ трансформаційної економіки
також розглядалась у статті [71].
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Наприклад, комбінації a1b1 відповідає класична модель Воль-
терра—Лотки

⎩
⎨
⎧

+−=
−=

;dxycyy
bxyaxx

&

&

клітинці a2b1 — ММ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

−−⋅=

;dxycyy

bxy
K

xKaxx

&

&

клітинці a4b1 — ММ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

−−⋅=

.

2

dxycyy

bxy
K

xKaxx

&

&

Взагалі комбінації aіb1 (клітинки першого стовпчика табл. 2.1)
відповідають ММ, що перекривають (стосовно моделей на пло-
щині) відому в літературі [107, 108] кількість моделей. Всі інші
клітинки таблиці — нові в літературі ММ економічних процесів і
явищ з урахуванням стану насиченості змінних та їх різної кіль-
кісної оцінки. Наведемо деякі ММ:

a4b3: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

α+
+−=

α+
−−⋅=

;
1

1

x
bxycyy

x
bxy

K
xKaxx

&

&

a4b4: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

α+
+−=

α+
−−⋅=

.
1

1
2

2
2

x
ydxcyy

x
ybx

K
xKaxx

&

&

Креативна властивість табл. 2.1 (здатність породжувати різ-
номанітного характеру ММ економіки) цілком задовольняє вимо-
ги умов здійснення адаптації в моделюванні. Крім того, викону-
ється закон Ешбі з теорії систем про необхідну різноманітність,
який щодо проблеми нелінійної економічної динаміки читається
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так: створення системи моделювання, спроможної подолати тру-
днощі пізнання економіки, вимагає, щоб різноманітність (набір
моделей та алгоритмів їх вивчення) була більшою, ніж різномані-
тність об’єкта дослідження. Тобто створювана система моделю-
вання могла генерувати або пропонувати нові ММ та алгоритми
їх дослідження задля досягнення мети.

Принагідно зауважимо, що проблема створення єдиної уніфіко-
ваної системи моделей і алгоритмів моделювання нелінійної еко-
номічної динаміки вперше була актуалізована у працях [101, 124].

Із завершенням побудови адаптивної множини ММ економіч-
них процесів і явищ настає етап кількісного аналізу факторів
економіки шляхом моделювання, який також повинен бути адап-
тивним. Тут можна скористатись результатами проблемно-адап-
тивного числового аналізу нелінійних динамічних систем елект-
роніки, оскільки вони отримані в орієнтації на задачу Коші з по-
чатковими умовами, тобто системи ЗДР 1-го порядку в нормаль-
ній формі — розглянуті вище ММ.

Таким чином, еволюція економіки, якій органічно властиво
пристосовуватись, розглянута з позиції наскрізного (на всіх ета-
пах) економіко-математичного моделювання (ЕММод). Концепти
математичного опису різноманітних економічних процесів і явищ
та принципи побудови ММ знайшли своє табличне й алгоритміч-
не відображення. Запропонована наглядна методика охвачує ві-
домі в літературі результати, завдяки якій вказуються способи
математичного відтворення інших дуже важливих на практиці
економічних станів.

Поняття адаптації стає наріжним каменем економіко-матема-
тичного моделювання економіки.

2.7. Синергетична модель
економічної структури суспільства

У фізичній економіці фігурує [123] система нелінійних
звичайних диференційних рівнянь

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=⋅δ
+−=⋅σ

+−=

,)( QFppp
QpFF

FQQ

e&

&

&

 (2.58)
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що являє собою математичну модель економічного стану в коор-
динатах «платоспроможний попит Q — виробнича функція F —
умовна ціна p», де коефіцієнти σ  і δ <<1 — малі величини, а ep  —
купівельна спроможність (керуючий параметр).

Заміною змінних Qx = , Fy =  і ppz e −=  ММ набуває вигляду
відомої моделі Лоренца

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
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⎧

δ
+

δ
−=

σ
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σ
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.11

111

xyzz

xzxpyy

yxx

e

&
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&

 

Структура рівнянь дійсно збігається, але спостерігаємо від-
мінність у коефіцієнтах. Особливо це стосується другого рівнян-
ня та останнього доданку третього рівняння моделі. Вибором
безпосереднього часу t у вигляді τ⋅σ=t  остаточно матимемо ММ

⎪
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(2.59)

структура якої точно відповідає класичній моделі Лоренца [25],

причому 
δ
σ=b  і epr =  — керуючий параметр і лише біля додан-

ку xy  стоїть коефіцієнт ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

δ
σ , що є відмінністю.

Властивості новоотриманої синергетичної моделі (2.59) еко-
номічної структури суспільства:

а) виконується умова симетрії змінних, тобто змінна х на (– х),
у на (– у), z на (– z) не впливає на модель;

б) має місце значна дисипативність об’єма V(t) фазового прос-
тору (його деформації)
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де V(0) — початковий об’єм, вираз у фігурних дужках — дивер-

генція 
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в) особливі (стаціонарні) точки — тривіальна ;)0;0;0(O
))1(;1;1(1 −−− eee pppO ; )),1(;1;1(2 −−−−− eee pppO  коорди-

нати яких є розв’язками алгебраїчної системи рівнянь (при
0=== zyx &&& ):
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Для лінійного аналізу стійкості стаціонарних точок ММ (2.59)
записуємо матрицю Якобі
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характеристичне рівняння якої у загальному вигляді записуємо
так [66, 152]:
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Характеристичне рівняння записується для кожної особливої
точки. Для тривіальної точки ця функція має вигляд

01
222
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для стаціонарної точки О2 характеристичне рівняння записується
у такий спосіб:

( ) 0121
22

23 =−
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Зауваження 1. Якщо взяти до уваги epr =  і 
δ
σ=b , то ха-

рактеристичне рівняння набуває вигляду ×++σ+λ )1(3 b
,0)1(2)(2 =−⋅σ+λ+σ+λ× rbrb  формально збігаючись з ві-

домим результатом для класичної моделі Лоренца.

Зауваження 2. Якщо коефіцієнти σ  і δ  синергетичної моделі
економічної структури суспільства — величини одного по-

рядку, тобто 
δ
σ  ~ 1, тоді характеристичне рівняння (2.60) на-

буває вигляду:

для тривіальної точки

0)1()12()2( 23 =−σ+λ⋅σ−+σ+λσ++λ ee pp ;

та іншої стаціонарної точки

0)1(2)()2( 23 =−σ+λ+σ+λσ++λ ee pp .
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Разом з тим багато що (в розумінні характеристик особливих
точок, фазових портретів і настання моменту біфуркації та її ха-
рактеру) зумовлено взаємозалежністю між величинами σ  і δ .

Висновки

Другий розділ монографії присвячено побудові ММ
економічного стану, зважаючи на різнорідний характер поведін-
ки його факторів. Так, спочатку наведено різноманітні економіч-
ні інтерпретації класичної моделі Вольтерра—Лотки (V—L), що
наштовхує на думку про існування єдиних принципів отримання
рівнянь стану економіки. Сформульовано синергетичні концепти
утворення рівнянь V—L. Розглянуто низку ММ різноманітних
динамічних процесів макроекономіки, які є подальшим розви-
ненням системи рівнянь V—L.

Одностайність у створенні уніфікованої системи одно- і дво-
параметричних нелінійних моделей економічної динаміки сприя-
ла побудові універсальної за можливостями і призначенням адап-
тивної ММ економічного стану, яка відповідає закону Ешбі у
всесторонньому і глибокому пізнанні об’єкта моделювання. Роз-
роблено принципи проблемно-орієнтованого адаптивного моде-
лювання в економіці.

Визначено поняття економічної кінетики, на підґрунті якого
розглядаються так звані кінетичні моделі макроекономіки.

Вперше в літературі запропоновано спосіб моделювати еко-
номіку в координатах «корупція—тіньова економіка—легальна
економіка» і одержано оцінки щодо зростання функцій моделі.

Для лінійної динамічної моделі здійснено аналітичне моделю-
вання з урахуванням синергетичної тези стосовно впливу майбу-
тнього на теперішній стан.

На прикладі відомої в літературі моделі обміну двома товарами,
яка є тривіальною модифікацією рівнянь V—L, взято до уваги стан
насичення й одержано нелінійні формули узагальнення рівноваж-
ної ціни; одно- та двосторонні оцінки обсягу абсолютного дефіци-
ту. Принагідно зазначити, що наявна на руках населення маса
грошей та адміністративний розподіл благ суспільства сприяють
дефіциту, як це випливає із описаних формул.
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Класична модель Гудвіна про флуктуації економіки дістала
подальше розвинення:

а) використавши у схемі її створення аналітичні розв’язки рів-
няння динаміки капіталу для трьох загальновживаних варіантів
інвестування ззовні і сталому коефіцієнті µ амортизації. У випад-
ку залежної від часу величини µ(t) одержали оцінки зверху для
результатів моделювання;

б) з урахуванням людського капіталу у рівнянні Солоу, коефі-
цієнти котрого вважаються змінними величинами, на підґрунті
ММ аналітично показана можливість біфуркативності траекторії
економічного зростання та утворення детермінованого хаосу за
деяких значень коефіцієнтів моделі.



Розділ 3

ÊÎÌÏ’ÞÒÅÐÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß
ÅÊÎÍÎÌ²×ÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑ²Â

 даному розділі висвітлюються питання якісного
та кількісного дослідження динамічної поведін-
ки деяких нелінійних моделей економіки. Крім

традиційної побудови фазових описань розглядаються також па-
раметричні портрети, що викликано суттєвим впливом коефіціє-
нтів математичної моделі (ММ) відображення сценаріїв розвитку
економічних подій. У сукупності такий підхід сприяє розроблен-
ню стратегії проведення обчислювального експерименту в сфері
економіки. Роль і призначення фазових і параметричних портре-
тів в економіко-математичному моделюванні динамічних проце-
сів незаперечна, хоча вона лише усвідомлюється.

3.1. Якісний аналіз математичних моделей
нелінійної економічної динаміки

Для низки математичних моделей, що належать до чи-
сла ключових у комп’ютерному моделюванні динаміки економі-
чних систем, розроблено методику якісного дослідження, резуль-
тати якого відображаються не тільки фазовими описаннями.
Привертається увага до так званих параметричних портретів: як
відомо, саме коефіцієнтами ММ детермінуються різноманітні
режими перебігу економічних процесів. Через довільні комбіна-
ції ключових моделей, тобто взаємодії їх фазових і параметрич-
них описів, виявляється хитросплетіння економічних подій та
сценарії їх розвитку.

Економіка належить до складних систем, що неупинно розви-
ваються і самоорганізовуються. Разом з тим вона категорично не
входить до переліку тих систем, у ході моделювання яких, почи-
наючи з деякого рівня складності, простіше виготовити, ніж опи-
сати певного класу рівняннями формальної моделі. Доречним
вбачається об’єднання формальних методів і техніки якісного
аналізу. Саме такий підхід являє сьогодні підвалини більшості

У
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моделей і методик системного аналізу. Поширена в минулому
точка зору щодо уявлень про моделі та математичне моделюван-
ня економіки зазнає кардинальних змін.

У науковій літературі з синергетичної економіки наводиться
багато математичних моделей, які охоплюють практично всі важ-
ливі (з точки зору сьогодення) грані функціонування соціально-
економічних систем. Придивившись пильно до систем звичайних
диференціальних рівнянь, що виступають як ММ нелінійної ди-
наміки соціально-економічних процесів, явищ і ефектів, неважко
побачити, що формально вони збігаються з відомими в інших га-
лузях знань — моделями математичної біології і біофізики. За
суттю, це одні й ті самі ММ, лише змінним надана предметна ін-
терпретація.

Зазначене цілком закономірно, бо об’єктом уваги кожної зі
згадуваних вище наукових дисциплін є нелінійна, нестаціонарна,
нерівноважна система необоротної дії. У такий спосіб яскраво
виявляє себе синергетична теза про холістичність навколишнього
середовища (незалежно від походження системи даються взнаки
однакові іманентно характерні риси). Тут слушно пригадати сло-
ва класика економічної теорії А. Маршалла: «… Метою економі-
ста є скоріше економічна біологія, ніж економічна динаміка» [96].

Витоки ММ перебувають у відомій моделі «жертва — хижак» —
системі рівнянь Вольтерра—Лотки, яку стосовно економіки мож-
на тлумачити як «ресурс — споживач», «ціна товару — обсяг ре-
алізації продукції» тощо.

Слід зауважити, що в сучасній літературі з економіко-
математичного моделювання нелінійної динаміки незначне місце
посідає методологія, засоби та інструментарій якісного аналізу,
має місце лише проголошення проміжних результатів на кшталт
матриця Якобі (лінеаризації) та її числові характеристики (слід,
визначник, власні числа і вектори). Також фігурують поняття фа-
зових описань без геометричного зображення і пояснення еконо-
мічної сутності. Звісно, цього для повноцінного моделювання
економіки замало.

Як відомо, труднощі моделювання економіки визначаються
головним чином дрейфом економічних параметрів та факторів,
що сприяє почережності фазових описів — переходу від одного
до іншого, тобто біфуркації. Отже, стає зрозумілою провідна
роль і призначення так званих параметричних описів, якими зоб-
ражено залежна від змінюваності коефіцієнтів ММ варіація фазо-
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вих портретів. Інакше йтиметься про характерний вплив та аль-
тернативу фазового портрета.

У літературі [4, 144] з теорії математичного моделювання не-
одноразово ставилось питання про якісний аналіз ММ, що був би
як початковим етапом для проведення обчислювального експе-
рименту, тобто кількісному економічному аналізу у нашому ви-
падку. У споріднених галузях природознавства, наприклад, мате-
матична біологія чи біофізика, в яких об’єкт дослідження являє
собою нелінійну, нерівноважну тощо систему незворотної дії, та-
кий підхід частково і досить успішно реалізується. Цілком логіч-
но і закономірно узагальнити згадувані результати, фільтруючи,
дослідити та адекватно перенести в сферу економіко-матема-
тичного моделювання. Цим самим економістам може бути нада-
но могутній інструмент превентивного аналізу та виваженого і
вдумливого погляду на оцінювання можливих станів економічно-
го майбуття — сценарії еволюції економіки.

Перенесемо на економічне підґрунтя, селекціонуючи, якісні
результати дослідження синергетичних моделей, які є ключови-
ми в математичному моделюванні нелінійної економічної дина-
міки. Послідовний і логічно витриманий, цілком ясний виклад
сприятиме створенню методики якісного вивчення економічної
дійсності, орієнтуючи у прийнятті виважених управлінських рі-
шень у сфері економіки.

Економіка — це складна динамічна самоорганізуюча систе-
ма, зміни у котрій відбуваються не тільки внаслідок зовнішніх
дій (кібернетична точка зору), але й визначаються внутрішні-
ми збуреннями, механізмами і особливостями (синергетичний
погляд).

У вивченні економіки нині спостерігається значна експансія
новітніх математичних методів, не тільки в галузі економічної
статистики або оптимізаційних задач, особливо в сфері моделю-
вання нелінійної економічної динаміки, що закономірно, зважа-
ючи на давню традицію використання математики у досліджен-
нях з теорії економіки від самого початку.

Кожна ММ по-своєму висвітлює певні грані економіки на під-
ставі сформульованих концептуальних положень, гіпотез — при-
пущень для побудови моделі.

Невизначеність і неповнота інформації щодо економічного
об’єкта, наявність у ньому швидкоплинних, повільних і латент-
них змінних, нестаціонарне функціонування його складових і пе-
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ребігу процесів, наявність нелінійних, недетермінованих, прямих
і зворотних зв’язків сприяють тому, що в економіці перевага має
надаватись якісним результатам дослідження, які в подальшому
можуть деталізуватись кількісно.

На думку автора, математичне і комп’ютерне моделювання
економіки має базуватись на концептах наскрізного адаптивного
використання як засобів, так і інструментів здійснення процесу
моделювання. Це означає відмову від жорстких структур і форм
моделей та алгоритмів їх аналізу, замінюючи гнучкими, тобто
адаптивними. Крім того, сучасне економіко-математичне моде-
лювання нелінійної динаміки у першій фазі повинно бути якіс-
ним, а потім має проводитись обчислювальний експеримент, тоб-
то кількісно відслідковуватись фазові траєкторії.

На наш погляд, має передбачатися виокремлення ключових
ММ економічної динаміки, системне застосування котрих зна-
чною мірою відтворює та пояснює сукупну економічну дійс-
ність, її реалії. Побудова та дослідження зазначених моделей
здійснюється в два етапи — спершу якісний, а потім кількісний
аналіз.

Прикладом однієї з ключових ММ слугує система рівнянь
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яка описує дуопольно-дуопсонієву конкуренцію (відображається
доданками Ex2 i Fy2) з урахуванням насиченого стану (реалізуєть-
ся множником 1 / (1 + Рх)). Зауважимо, що для Р = 0 матимемо
модель [50], описану кількісно (здійснювалось числове інтегру-
вання рівнянь моделі у п’яти важливих для економічної практики
ситуаціях). Зазначимо також, що система рівнянь (3.1), з одного
боку, є узагальнення класичної моделі «жертва—хижак», а з дру-
гого — динамічної моделі Леонтьєва. Між іншим, ММ (3.1) є ба-
зовою для моделей синергетичної економіки, якщо надавати
змінним параметрам і коефіцієнтам відповідних числових зна-
чень та вважати їх функціями певного виду.

Щоб уникнути семи параметрів (А, В, С, D, E, F, P), зробимо
заміну: t = τ / A; x = (A / D)U; y = (A / B)V; γ = C / A; APD=α ;
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ε = E / D; µ = F / B, у результаті якої здобудемо безрозмірну си-
стему рівнянь
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з чотирма параметрами γ, α , µ, ε, причому параметр γ можна
трактувати як успадкований від класичної (B = E = F = P = 0)
моделі Вольтерра—Лотки, а три інші визначають розв’язки мо-
делі (3.2).

3.1.1. Фазові описи

Спочатку розглянемо збурюючий вплив кожного окре-
мо взятого параметра. Для α  = ε = 0 ММ(3.2) набуває вигляду:

2   ; vvuvvvuuu ⋅µ−⋅+−=⋅−= && , (3.2а)

особливі точки О1(0; 0) і О2(1 + µ; 1) якої знаходяться за умови
0== vu && .

Матрицю Якобі (лінеаризації) в нашому випадку запишемо так:
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і обчислимо в особливих точках: ⎟
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01)0;0(1J . Слід матриці

Якобі (сума елементів головної діагоналі) SpJ1(0; 0) = 0,
a detJ(0; 0) = –1 < 0.

Користуючись діаграмою з рис. 2.7 визначення типу особ-
ливих точок, встановлюємо, що перша особлива точка О1(0; 0)
— сідло, оскільки SpJ1(0; 0) = 0, a detJ(0; 0) = –1 < 0. Для
другої особливої точки О2(1 + µ; 1) відповідно обчислюємо
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SpJ2 = –µ < 0, a detJ2 = (1 + µ) > 0. Згадувана точка стійка для
будь-якого µ. Фазове описання ММ (3.2а) зображено на рис 3.1.

Рис. 3.1. Фазове описання моделі (3.2а)

При α  = µ = 0 ММ (3.2) запишемо
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особливі точки якої О1(0; 0) і О2(1; 1 – ε). Дійсно, з другого рів-
няння моделі витікає v1 = 0; u2 = 1. З першого рівняння –u(1 – v –
 – u⋅ε ) = 0 моделі також знаходимо v2 = 1 – ε при u2 = 1 і v3 = 0
для u3 = 1 / ε, тобто О3(1 / ε; 0).

Матриця Якобі J для моделі (3.2б) має вигляд
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слід якої для тривіальної особливої точки О1 рівний нулю, а ви-
значник від’ємний, тобто точка є сідло. Для О2 запишемо

02 <ε−≡⋅ε−−= uvuSpJ ; +⋅ε++−= uvJ 21det  ε−≡⋅ε−+ 12 2uu .
На рис. 3.2 показано фазове описання моделі (3.2б).
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для ε < 1 для ε > 1

Рис. 3.2

Для ε = µ = 0 ММ (3.2) набуває вигляду
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Крім тривіальної О1(0; 0) особливої точки, фігурує О2(1 / (1 – α );
1 / 1 + α ): з другого рівняння нуль ізоклини знаходимо
u2 = 1 / (1 – α ), а з першого — v2 = α  / (1 – α ). Матриця Якобі
для моделі (3.2в) набуває вигляду
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числові характеристики якої запишемо так:

( )211 u
v

u
uSpJ

⋅α+
−

⋅α+
= ;

( ) ( )32 11
1

1
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⋅α+
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У точці О2 вони набувають значення: SpJ2 = α  і SpJ2 = 1 – α .
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На рис. 3.3 зображено фазові описання моделі (3.2в).

α  < 0 0 < α  < 1

α  > 1

Рис. 3.3

3.1.2. Параметричні портрети

Тепер будуть розглядатись ММ типу (3.2), але за наяв-
ності двох числових параметрів.

При α  = 0 характер у фазових описів ММ відповідатиме
рис. 3.2.

При µ = 0 ММ має вигляд

⎪
⎪
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⎪⎪
⎨
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⋅α+
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⋅ε−
⋅α+
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.
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u
vuvv
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vuuu
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Рівняння нуль-ізоклін набувають вигляду: 0=u&  і

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−

⋅+
− u

u
vu ε
α1

1 ; 0=v& , 0
α1

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⋅+
+−

u
vv , звідси матимемо

α−
=

1
1u .

Нетривіальна точка рівноваги лежить у першій координатній
четверті, являючи собою перетин параболи v і прямої u = m,
m = const i 0 ≤ m < 1 / ε.

Рис. 3.4. Фазовий (а) і параметричний (б) описи ММ (3.3)

Координати нетривіальної точки (перетину прямої і параболи) за-

пишемо так: 
α−

=
1

1u ; ( )21
1

α−
ε−α−=v . Нерівність (α  + ε) < 1 очевидна.

Оскільки v(0) = 1, то матиме місце ε = α (1 – α).
Матриця лінеаризації (Якобі) для ММ (3.3) має вигляд
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1
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,

слід якої ( ) u
u

u
vuSpJ

⋅α+
+

⋅α+
−⋅ε−=

11
2 2 , де u , v  — координати

особливої точки. З умови SpJ = 0 витікає рівняння лінії нейтраль-
ності.

Визначник матриці Якобі запишемо так: +
α+
⋅εα+−=
U
uJ

1
21det

2

( )
( )21

1
u

uuv
⋅α+

⋅α+++ . Після відповідних алгебраїчних перетворень ви-
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значник матриці Якобі набуває додатного значення, коли викону-
ється нерівність ε < 1 / (1 – 3α ), тоді особлива точка — центр.

Параметричний портрет ММ (3.3) зображено на рис. 3.4б. У
разі переходу параметрів від площини 2 до площини 3 рівноваж-
на точка демонструватиме стійкість, навколо яких формується
стійкий граничний цикл. Фазові описи в зазначених площинах
набувають вигляду, як це показано на рис. 3.4 в) — д).

Рис. 3.4. в) — д) Фазові описи
для площин 1—3 параметричного портрета

На відміну від попереднього з’являється якісно новий тип по-
ведінки: в площині 3 рівноважна точка локально нестійка, але
оточена стійким граничним циклом.

Конкуренція для першої змінної u  відображається доданками
(εu2) і виступає стабілізуючим фактором, а насиченість другої
змінної v (за рахунок множника 1 / (1 + α u)) є дестабілізуючим
фактором. Вище лінії нейтральності N = α (α  – 1) / (α  + 1) до-
мінує перший фактор, а нижче — другий. У площині нестійкості
рівноваги співіснування змінних відбувається в автоколивному
режимі. Плавне зменшення ε спричинює втрату стійкості рівно-
ваги з м’якою появою автоколивань.

Збільшення параметра ,α  що характеризує інтенсивність на-
сичення, може сприяти як втраті стійкості, так і набутті її, зва-
жаючи на параболічну залежність ε(α ).

Для ε = 0 ММ запишемо
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Нуль-ізокліна 0=u&  складається з двох прямих: u = 0 і
v = 1 + α u. Нуль-ізокліна 0=v&  — з прямої v = 0 та гіперболи

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅α+µ
= 1

1
1

u
uy . Пряма y = 1 + α u і гіпербола можуть перети-

натись чи ні і дотикатись, що графічно зображено на рис. 3.5а.

Рис. 3.5. Взаємне розташування нуль-ізоклін

Рис. 3.5. Параметричний портрет ММ (3.4)

Таким чином, точок рівноваги може бути дві, одна або жодної,
координати яких знаходимо з системи нелінійних рівнянь
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Крім тривіального розв’язку існують ще дві точки А і С, коор-

динати яких визначаємо рівнянням ( ) 01µ
1

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅α+−

⋅α+
+− u

u
u .

Отримуємо цю функцію, підставивши рівняння прямої
v = 1 + α u в третій доданок другого рівняння системи (3.4а).
Очевидні перетворення приводять до квадратного рівняння

( ) ( ) 01µ1µ2µ 22 =++⋅−α+α+⋅α uu . (*)

Із умови невід’ємності дискримінанта ( )21µ2 −α+α

( ) 014 2 =+µµα−  матимемо нерівність ( )
α
α−≤µ

4
1 2

. У випадку рів-
ності маємо лінію S, яка на площині параметрів {α , µ} розмежо-
вує площини, де існують рівноважні точки або вони відсутні
(площина 1).

Згадувана рівність також є умовою існування на фазовому
описі ММ (3.4) виродженої особливої точки «сідло — вузол»,
отже, лінія S є місцем їх розташування.

Матриця лінеаризації ММ (3.4) має вигляд

( )

( ) ⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅µ−
⋅α+

+−
⋅α+

ν
⋅α+

−
⋅α+

−
=

v
u

u
u

u
u

u
v

J
2

1
1

1

11
1

2

2

,

слід 
( ) u

uv
u

vSpJ
⋅α+

+⋅µ−
⋅α+

−=
1

2
1 2

; визначник після алгебраїч-

них перетворень
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Зважаючи на корені u1, 2 квадратного рівняння (*), на підґрунті
виразів сліду і визначника матриці J лінеаризації та діаграми
(див. рис. 2.7) можна дійти висновку, що точка А є вузол, або
фокус (стійкість визначається параметрами α і µ), а точка С —
сідло.
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Існує лінія N нейтральності рівноважної точки ( )vuA , , що ви-

пливає з рівності ( ) 0, =vuSpJ , тобто ( )
( )2

2

12 uv
vuu

⋅α+
−+⋅α=µ  після оче-

видних алгебраїчних перетворень виразу для сліду матриці.
Лінія N являє собою графік деякої функції, у чисельнику якої

стоїть лінійний вираз від α , а в знаменнику — нелінійна залежність
також від .α  Графік зазначеної функції: виходить з початку систе-
ми координат і перетинає лінію S у деякій точці K (див. рис. 3.5 б).

Вище лінії N параметри α  і µ сприяють стійкості особливої
точки А, і навпаки. При русі зверху вниз і перетині лінії нейтра-
льності N втрата точкою А стійкості супроводжується появою
малого стійкого граничного цикла, що геометрично для кожної
точки з площини, відображено на рис. 3.6 [8].

5

Рис. 3.6. Фазові портрети ММ (3.4) для різних областей

Зауваження! Принагідно привернемо увагу до такого. Якщо
економічну систему, що перебуває в стаціонарному (рис. 3.6
для площин 2) або автоколивному (рис. 3.6 для площини 3)
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режимах збурити (в суспільстві здійснюється різними важе-
лями), наприклад, різким зменшенням числових значень змін-
ної u, то спостерігатиметься необмежене кількісне зростання
першої змінної ММ (3.4). Історія розвитку економіки рясніє
прикладами такого роду (дефолти, біржові обвали), а також і в
інших сферах (екологія, біофізика, біологія), коли спостеріга-
ються зазначені парадоксальні ефекти.

Через точку К (рис. 3.5 б) проходить ще одна біфуркаційна лі-
нія Р: її утворюють такі точки (значення параметрів µ і α ), для
яких на фазовому описі ММ одна із сепаратрис сідла, що вихо-
дить із нього, тобто має місце петля сепаратриси (сепаратрисний
цикл). Лінія петлі сепаратрис на рис. 3.5б позначена Р. На рис. 3.7
приводиться геометрична інтерпретація сказаного вище [8].

Рис. 3.7. Фазові портрети ММ (3.4)
для значень параметрів на біфуркаційних лініях:

а) для S зліва і вище точки K; б) Р; в) для S справа і нижче точки K.

3.1.3. Характеристика описів (портретів) і біфуркацій

Розглянемо динамічну поведінку, що описується ММ
(3.4): площина 1 порожня; площина 2 має дві точки рівноваги; в
площині 3 лежать стійкий граничний цикл і поза ним стійка рів-
новажна точка; в площині 5 існує одна стійка особлива точка.
У параметричному описі (рис. 3.5б) відсутня тривіальна точка.

Оскільки точка К є спільною для всіх чотирьох площин 1, 2, 3
і 5, то в околі її можна розглядати всі біфуркації.

У площині 1 не існує рівноважних (особливих) точок. При пе-
ретині лінії S вище точки K з переходом до площини 2 з’яв-
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ляється стійкий сідло-вузол АС (рис. 3.7а), який згодом розпада-
ється на стійкий вузол А і сідло С.

Сепаратриса, що входить у сідло С (рис. 3.6 площина 2), розме-
жовує площини на дві частини для початкових умов, в одній з них
має місце тяжіння до точки А, а в другій — траєкторії розбігаються.

Для параметрів з площини 3 залежно від початкових умов фа-
зові траєкторії накручуються на граничний цикл або розбігаються.

Для моменту, коли параметри ММ (3.4) набувають значень,
що лежать на лінії Р петлі сепаратриси, стійкий граничний цикл
зливається з петлею (рис. 3.7б). З переходом параметрів до пло-
щини 5 сепаратрисний цикл на фазовому описі зникає (рис. 3.6).

Таким чином, взаємне розташування трьох кривих: сідло-вузла
S; лінії N нейтральності і петлі Р сепаратрис цілком визначає
структуру параметричного опису (рис 3.5б) ММ (3.4), який являє
собою цілісну структуру взаємоузгоджених площин, що робить
правомірною його назву — структурний опис.

Очевидно, що поняття структурного або параметричного портре-
ту тільки з’являється в економіко-математичному моделюванні, хоча
воно цілком принагідно існує в інших сферах математичного моде-
лювання [8, 137]. Слушність використання цього поняття для успіш-
ного і дієвого пізнання природи і механізму нелінійної економічної
динаміки на підґрунті комп’ютерного моделювання незаперечна.

Залежно від значень параметрів ММ (3.4) та початкової умови
(стартової для модельованого економічного процесу) можливі
описувані цією моделлю такі режими функціонування економіч-
ної системи: а) необмежене зростання змінної x і асимптотична
насиченість — стабілізація щільності значень змінної у на рівні

αµ
α−= 1v ; б) стійке співіснування складових економічного проце-

су в стаціонарному режимі — рівноважний стан у точці А або в
автоколивному режимі — стійкий граничний цикл.

При значеннях параметрів у площинах 1 і 5 поведінка
розв’язків ММ (3.4) не залежить від початкових умов; для пло-
щин 2 і 3 фазовий простір розподіляється на одну частину —
площин тяжіння стійкої рівноваги, або стійкого граничного цик-
ла, і другу, де фазові траєкторії змінної х необмежено зростають.

Межу площини початкових умов, в яких розв’язки ММ скін-
ченні, справедливо кваліфікувати як небезпечну для нормального
функціонування економічної системи. Резонно на параметричній
площині виокремити ділянку змінюваності параметрів, в якій ре-
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алізується режим нормального функціонування. Відповідно межа
її називатиметься небезпечною параметричною. Для ММ (3.4) за-
значену площину утворюють 2 і 3, а межею виступають ділянки
лінії S вище точки K і лінії Р петлі сепаратриси. З рис. 3.5б виті-
кає, що будь-яка варіація µ небезпечна: у разі збільшення µ рів-
новага залишається стійкою, але наближається до межі ділянки
тяжіння і, досягнувши критичного значення (перетину лінії S),
сягає межі площини 2 (утворюється сідловузол) і перестає існу-
вати; у разі зменшення µ втрачається стійкість рівноваги з утво-
ренням малого стійкого граничного цикла (м’яке збудження ав-
токоливань), розміри його збільшуються — зростає амплітуда
коливань, котрі стають релаксаційними і нарешті — цикл руйну-
ється в петлі сепаратриси.

Збільшення µ свідчить про посилення конкуренції в середо-
вищі, описуваному змінною у, тобто відбувається падіння її гра-
ничної щільності значень. Зменшення µ сприяє спочатку локаль-
ній нестійкості, а потім і глобальній.

Отже, для низки математичних моделей динаміки нелінійної
економічної системи побудовані двовимірні параметричні описи
на координатних площинах простору параметрів (α , µ, ε).

У разі змінюваності числових коефіцієнтів ММ (3.4) можуть
мати місце такі біфуркації: 1) при виході з площини 2 до інших
спостерігається так званий жорсткий зрив рівноваги, що відбува-
ється навіть за малих кількісних значень змінних моделі; 2) при
перетині межі площин 2 і 3 відбувається так званий м’який зрив,
або зародження автоколивань, навколо єдиної рівноваги; 3) для
переходу з площини 3 в іншу, крім 2, може мати місце також жо-
рсткий зрив рівноваги з виходом на стійкий граничний цикл;
4) при виході з площини 5 в інші можуть відбуватися жорсткий
зрив автоколивань і перехід системи до стійкої рівноваги в сере-
дині граничного циклу. Інший можливий варіант розвитку подій —
відбувається одночасне зародження великого циклу, начебто жо-
рсткого збудження, але під час руху у зворотному напрямку для
того самого значення параметра немає місця явищу гістерезису
(рух по циклу припиняється).

Зауваження! Очевидно, що поняття жорсткого зриву цілком
відповідає такому економічному явищу, як дефолт, або біржо-
вий обвал, коли відбувається стрімке падіння показників, хоча
напередодні витримувався плавний характер їх змінюваності
за еволюції умов перебігу даного процесу.
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Отже, на підґрунті математичного моделювання здійснено
дослідження гіпотетичної нелінійної економічної системи, а са-
ме: а) якісно вивчено математичні моделі з кількома стійкими
атракторами; б) розглянуто динаміку поведінки залежно від чи-
слових параметрів моделі; в) ураховано стани насиченості і кон-
куренції.

Привернуто увагу до такого: а) існує так зване порогове, або
критичне, значення числових коефіцієнтів ММ, перехід через яке
принципово змінює режим функціонування; б) спостерігається
розмаїття фазових описів та особливий характер їх поведінки бі-
ля межі стійкості; в) не тільки інтенсивність діянь ззовні, але й
внутрішні механізми (стан) є визначальними в режимі функціо-
нування економічної системи.

Якісне вивчення математичних моделей продемонструвало
широку альтернативу динамічних режимів економічної системи,
їх можливої взаємодії та взаємовпливу, що повністю відповідає
вербальним уявленням економічної спільноти про складний ха-
рактер економічних процесів.

3.2. Синергетичне моделювання економічного стану

За допомогою обчислювального експерименту над за-
пропонованими у праці нелінійними моделями кількісно вивча-
ються залежності між капіталом суспільства, платоспроможним
попитом населення і нормою прибутку. Досліджується перебіг
процесів, коли два з числа трьох економічних факторів є функці-
ями третього за умови його зростання.

Економічна синергетика і динаміка

Наприкінці XX ст. з’ясувалося, що світ економіки — неліній-
ний і з досить складною динамікою. Донедавна домінуюче в еко-
номічній науці лінійне мислення почало відходити у минуле.

Економічна структура нинішнього суспільства кваліфікується
як складна відкрита, нелінійна і нестаціонарна система необоротної
дії, до вивчення механізмів функціонування якої залучається синер-
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гетика — наука про нелінійне співіснування складових об’єкта до-
слідження. Саме синергетичний підхід до аналізу взаємодії та
взаємовпливу економічних складових дає глибоке розуміння
проблем економіки та їх розв’язання, надаючи сценарії довго-
строкового розвитку і роблячи короткострокові прогнози за на-
явності певних обставин. Більше того, володіючи інформацією
такого роду, тобто можливими сценаріями еволюції, можна
впливати на створення передумов функціонування раціональної,
дієспроможної та ефективної економіки, щонайменше — прагну-
ти до цього.

Перенесення синергетичних ідей в сферу економіки сприяло
появі економічної синергетики (свого часу так було з кібернети-
кою), яка сприймається як теорія ринкової трансформації в Росії.

Спричинене нелінійною поведінкою економіки, нелінійною
логікою її розвитку та нелінійними способами формування еко-
номічного стану в центр сучасних економічних досліджень —
синергетичного моделювання, ставлять математичні моделі i
комп’ютерний (обчислювальний) експеримент. З огляду на існу-
вання низки математичних пакетів прикладних програм (ППП),
наприклад, Mathcad, Mathlab та ін., — інструментів числового
аналізу характеристик об’єкта моделювання, постає проблема
побудови адекватних ММ. Більше того, поки що відсутні бодай
елементи теорії утворення рівнянь, що правильно описують об’єкт
моделювання, динаміку його характерних рис.

Стисло викладемо ретроспективу синергетичного моделюван-
ня економіки. Дійсно, бракує ефективно працюючих ММ еконо-
міки з достатньо вагомих причин. Серед небагатьох (буквально
кількох) ММ нелінійної динаміки економічної структури суспіль-
ства привертає увагу така система трьох звичайних диференціаль-
них рівнянь (ЗДР) 1-го порядку [92]
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де залежні змінні x = x(t), y = y(t), z = z(t) відповідно відображають
капітал суспільства, платоспроможний попит населення i нор-
му прибутку для діючого способу господарювання, x& , y& , z&  —
їх похідні по незалежній змінній t часу; а = 7, b = 0,4, d = l,17 —
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числові коефіцієнти ММ для Pociї; σ , δ  — параметри впливу на
якісну поведінку інтегральних кривих моделі (3.5). На підґрунті
(3.5) для Pосії було розроблено досить вдалі сценарії:

а) розвитку подій у плановій економіці (коефіцієнт 0σ < );
б) відмова від командно-адміністративного стилю господарю-

вання;
в) функціонування ринкової економіки (коефіцієнт 0σ > ).
Події відтворювались у часі і на фазовій площині.
На завершення пункту вкажемо на одну можливість, яку слід

віднести до ретроспективи нелінійного економічного аналізу.
Із системи рівнянь (3.5) утворимо ММ планової економіки,

котрій притаманна стала (заздалегідь запланована) величина нор-
ми прибутку. Оскільки Az =  є const, то 0=z&  і звідси dxy =  та

xdy && = . Після алгебраїчних перетворень матимемо диференціаль-
не рівняння динаміки поширення капіталу

[ ]xccxx 21 −=& ,

де ( )Abc σ−= 11 ; .2 dbc δ=
Це рівняння логістичного типу. Необхідно відмітити, що впер-

ше (ще у 1934 р.) рівняння руху капіталу зустрічається у Конд-
рат’єва [72, с. 413].

Друге рівняння ММ (3.5) також трансформується до логістич-
ного типу

[ ]yDDyy 21 −=& ,

де 
d

AD σ+= 1
1 ; 

d
D δ−= 1

2 .
Існує ще один осереднений варіант модифікації ММ (3.5) для

планової економіки. Ураховуючи xdy && = , додаванням перших
двох рівнянь i наступними перетвореннями дістанемо

[ ]xBBxx 21 −=& ,

де ( ) ( )ddAbAbAB +δ−σ−σ++= 111 ; ( ) ( )ddB +δ−= 112 .
Як видно, усі відмінності приховані у константах C1, D1 B1 і

С2, D2, B2 рівняння логістичного типу.
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На завершення параграфа стисло сформулюємо зміст пробле-
ми синергетичного моделювання. Як теоретика, так i практика-
економіста (ученого i підприємця) завжди цікавить таке:

а) характер еволюції економічних подій залежно від рівня ка-
піталізації — чого варто чекати;

б) вплив платоспроможного попиту в суспільстві на перебіг
подій у трансформаційній економіці — що є рушійною силою;

в) роль норми прибутку, розподіл котрого в суспільстві на-
прямки сприяє диференціації населення — утворенню верств на-
селення з різним ступенем доходу, роблячи суспільство вкрай
неоднорідним у найгіршому його варіанті.

Певною мірою коло цих питань дискутувалося в літературі та
суспільстві, не оперуючи відповідною числовою інформацією,
добути котру можна тільки за допомогою математичного моде-
лювання — широкомасштабного обчислювального експерименту
в економіці. Між іншим, будь-яка інформація має бути своєчас-
ною i оперативною, щоб прийняті на її підґрунті рішення адеква-
тно відповідали реаліям економічного життя.

Наша мета полягає у вивченні поведінки двох (з числа зазна-
чених вище трьох) економічних факторів, залежно від зростання
третього, тобто кількісно дослідити причинно-наслідковий зв’я-
зок та особливості його перебігу. У відомій науковій літературі
досліджувалась еволюція економічних факторів (x(t), y(t), z(t)) в
часі.

Взаємна еволюція факторів
економічної системи

Основні результати. Діленням перших двох рівнянь ММ
(3.5) на її третє одержимо систему диференціальних рівнянь:
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(3.6)

де незалежною змінною є норма прибутку z, а залежні змінні —
функціями x(z) i y(z), тобто ММ (3.6) описує нелінійну поведінку
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капіталу х i платоспроможного попиту у в суспільстві залежно від
норми прибутку.

Для командно-адміністративної економічної системи (коефі-
цієнт 0σ < ) незалежно від числового значення δ  результати роз-
рахунку ММ (3.6) практично одного ґатунку (рис. 3.8. i 3.9) падає
капіталізація i платоспроможний попит суспільства, що свідчить
про одне — неминучу розруху.

Рис. 3.8. Інтегральні криві капіталу F2

i платоспроможного попиту F3, F1 — норма прибутку

Рис. 3.9. Фазові описи для 1−=σ , 7,0=δ

З початком процесу переходу до ринкової економіки (значен-
ня коефіцієнтів σ  беруться в околі нуля) попередні тенденції
зберігаються, настання розрухи відбувається катастрофічно.
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Для всіх раніше розглянутих значень параметрів σ  і δ  колив-
ний характер х i у схильний до хаотичного режиму, це має місце.
Тільки для 1=σ  i незалежно від δ  (тиску на бізнес) з’являється
якісно нова ситуація (рис. 3.10) — незначне зростання капіталу,
але функція y(z) лишається спадною. Робиться висновок: упові-
льнене реагування капіталу на змінюваність норми прибутку
призводить економічну систему до знищення.

Рис. 3.10. Фазові портрети для 1=σ , 6,0=δ

Якщо перше i третє рівняння моделі (3.5) поділити на друге,
то доходимо до MM:
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згідно з якою рух капіталу i змінюваність норми прибутку відбу-
ваються залежно від платоспроможного попиту суспільства. Цим
самим ставиться питання про роль платоспроможного попиту,
який формується державою і населенням.

Для суспільства з командно-адміністративною економікою
( 1−=σ ) за умов значного тиску на підприємництво ( =δ>=δ *7,0

681,0= ) розрахунки ММ (3.7) справляють найбільше враження
(рис. 3.11 i 3.12). Капітал — сталий, a норма прибутку коливаєть-
ся, коли нарощується якимось чином попит.
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Слушно зауважити, що принципово інша поведінка графіків
х(у) i z(y) спостерігається при 05,00 =z  (вони практично постійні
для [ ]65,0;0∈∀y , а потім — обвал для z(y), графік заходить у пло-
щину від’ємних значень). Цей факт наводить на думку про суттє-
ву роль стартових умов для економічних процесів.

Рис 3.11. Криві капіталу Z2

i норми прибутку Z3 від попиту Z1

Рис. 3.12. Фазові портрети для 1−=σ , 7,0=δ

На етапі переходу від командного стилю управління економі-
кою (параметр σ  в околі нуля, *δ<δ ) спостерігається коливний
процес для z(y), зростання капіталу х(у) (рис. 3.13 і 3.14).
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Рис. 3.13. Залежність капіталу Z2

i норми прибутку Z3

від платоспроможного попиту Z1

Рис. 3.14. Фазові портрети для 05,0−=σ
(стадії переходу до ринку)
i 4,0=δ  (тиск на бізнес)

Для різноманітних пар {σ  і δ } із множин { ;276,0;266,0=σ
}29,0;284,0;2802,0;278,0  і { }682,0;662,0;65,0;6,0;5,0;4,0=δ  числових

значень параметрів, якими обумовлена поведінка інтегральних
кривих ММ (3.5), реально спостерігається типова ситуація
(рис. 3.15 i 3.16) — практично сталий обсяг капіталу i підвищен-
ня норми прибутку за умов нарощування платоспроможного по-
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питу на відрізку [0; 1]. Раніше було встановлено [92], що за зме-
ншенням норми прибутку приховано падіння попиту на товар.

Рис. 3.15. Залежність х(у) i z(y) — капіталу
i норми прибутку

від платоспроможного попиту

Рис. 3.16. Фазові портрети для 266,0=σ , 65,0=δ

Теза [92], що економіка руйнується як за малих значень δ ,
так i за великих σ , підтверджується. Щоправда, суперечливі ре-
зультати комп’ютерного моделювання, наприклад, для 4,0=δ  і

1=σ , за різних початкових умов сприяють виникненню запи-
тань:

а) наскільки з математичної точки зору коректна модель (3.7);
б) чи існують серед рівнянь ММ (3.7) жорсткі;
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в) яка роль числового методу i окремих складових числового
інтегрування ЗДР.

Розділивши друге i третє рівняння системи (3.5) на перше, до-
ходимо до ММ:
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згідно з якою платоспроможний попит у i норма прибутку z
пов’язуються з рівнем капіталізації суспільства, тобто розгляда-
ються функції у(х) i z(x).

Для командно-адміністративного управління економікою
( 1−=σ ), незалежно від δ , спостерігається лінійне зростання пла-
тоспроможного попиту за умов збільшення капіталу (зростання
незалежної змінної). У такому paзi норма прибутку практично
відсутня (переходить у площину від’ємних значень). Такий же
характер розвитку процесів має місце для всіх σ  з околу нуля та
для довільних комбінацій параметрів σ  і δ  із множини їх мож-
ливих значень.

Лише для 6,0≤δ∀  (відсутній тиск на підприємців) i 1=σ  за
умов зростання капіталу на порядок попит стабілізується на стан-
дартному рівні (рис. 3.17 і 3.18), а норма прибутку непомірно
підвищується: неконтрольоване збільшення доходів — пагубне
для економіки.

Рис. 3.17. Залежність у(х) i z(x) при 1=σ  і 6,0=δ
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Рис. 3.18. Фазовий опис
Таким чином, для вивчення економічного стану суспільства в

координатах «капітал х — платоспроможний попит у — норма
прибутку z» запропоновано так звані площинні нелінійні ММ
(3.6)—(3.8), у кожній з яких дві координати є функціями третьої.

На підґрунті комп’ютерного моделювання матимемо результати:
а) інерційність капіталу, його слабке реагування на змінюва-

ність норми прибутку i платоспроможного попиту згубно впли-
ває на функціонування економічної системи, котра закономірно
прямує до розпаду;

б) малий платоспроможний попит також сприяє самознищен-
ню системи, але з часом;

в) непомірне зростання доходів та їх особисте споживання
спонукають систему до занепаду, спричинюючи розруху.

Нелінійні MM (3.6)—(3.8) покликані допомогти у розв’язанні
важливих i нелегких проблем організації, передбачення i прогнозу-
вання, прийняття рішення в економіці.

Згадувані моделі також можуть суттєво сприяти формуванню
належних умов з досягнення жаданого розвитку подій, уникаючи
небажаного або максимально його виключаючи. Врешті-решт вони
послугують удосконаленню i розширенню нашого знання неліній-
ної макроекономічної динаміки.

3.3. Про динаміку неформальної економічної популяції

Розглянуті більш загальні, ніж відомі у науковій літера-
турі, математичні моделі динаміки неформальної економічної по-
пуляції. На підґрунті їх аналізу описано сценарії розвитку подій.
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У країнах пострадянського простору досить часто спостеріга-
ється явище, коли ядро ринку деякого товару формується не стіль-
ки економічними законами, скільки визначається системами ба-
гаторазового мережного маркетингу або з інших причин. При
цьому справляється тиск на індивідуумів з латентною схильністю
до споживання продукту або своєрідне формування потреби впли-
вати саме на такий продукт, маніпулюючи фізіологічними і пси-
хологічними особливостями людини.

Розповсюдження зазначеного вище товару уподібнюється епі-
демії, коли частина членів суспільства перетворюється на стійку
економічну неформальну популяцію: інформація поширюється
контактно — від попереднього споживача (він же і поширювач)
до наступного. Має місце явище масового характеру, спостеріга-
ється аналогія з поширенням інфекційної хвороби — ланцюгове
відтворення собі подібних. При цьому щільність населення і сту-
пінь комунікативності членів суспільства істотно впливають на
швидкість поширення хвилі хвороби.

У припущенні однорідності простору середовища потенцій-
них споживачів і нульового насичення ринку ММ розвинення
неформальної економічної популяції для короткострокового пе-
ріоду записується

N
dt
dN

0

1
τ

= (3.9)

як відоме рівняння Мальтуса, в якому залежна змінна N є кіль-
кість задіяних у бізнесі, похідна 

dt
dN  за часом t — динаміка ста-

новлення мережі, величина 0τ  — середній час навернення одного
клієнта мережної структури.

У розв’язку ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

τ=
0

0 exp)( tNtN  рівняння (3.9) відтворюється

стрибкоподібне зростання кількості клієнтів (споживачів) для
малих значень 0τ .

Із урахуванням стану насиченості ринку динаміка процесу
становлення неформальної економічної популяції описується ві-
домим у біології рівнянням Ферхюльста

( )NKN
Kdt

dN −
τ

=
0

1 , (3.10)
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де K — місткість середовища (сума потенційних і задекларова-
них споживачів). Аналітичний розв’язок ММ (3.10) матиме ви-

гляд 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

τ+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

τ
=

0
00

0
0

exp

exp

tNNK

tKN
N , де N0 — початкова умова.

Але функціонування неформальної економічної популяції ме-
жує з тіньовою діяльністю і в окремих випадках вкрай негативно
впливає на загальний стан справ у суспільстві. Саме тому держа-
ва покликана регулювати згадувану бізнес-структуру, обмежую-
чи її діяльність. Такого роду прагнення відображають ММ

( ) PNKN
Kdt

dN −−
τ

=
0

1 (3.11)

— так званою логістичною моделлю з відловом, де P відпові-
дає сумарному убутку, природного походження чи викликаного
певним тиском держави.

Стійкість розв’язку ММ (3.11) визначається нерівністю

14 0 ≤⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ τ⋅

K
P , тобто ефект зменшення популяції досягається ком-

бінацією величин P і 0τ , зокрема зростання 0τ  відображає жорст-
кість покарання. Інакше зусиллями держави неформальну еконо-
мічну популяцію можна скоротити не більше, ніж наполовину
місткості середовища.

У статті [17] наголошується, що величина P принципово не
може бути постійною. Саме цю тезу детально розглянемо далі.

Попередньо зазначимо, що можна вказати момент часу, до
якого відбувається зростання чисельності неформальної економі-

чної популяції. Дійсно, прирівнюючи до нуля другу похідну 2

2

dt
Nd

рівняння (3.10), тобто N
K

N
00

21
τ

−
τ

=&&  і 0=N&& , і враховуючи аналі-

тичний розв’язок ММ (3.10), після очевидних алгебраїчних пере-

творень дістанемо формулу ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −τ=
0

0
0

* ln
N

NKt . Отже, на інтервалі

] ,0[ *t  відбувається зростання швидкості чисельності неформаль-
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ної економічної популяції, яка згодом падає на відрізку ) ,[ * ∞t .
Зрозуміло, що одержана формула матиме місце для ММ (3.11).

На завершення розгляду неперервної ММ неформальної еко-
номічної популяції зазначимо, що добре відоме в економіці запі-
знення процесів відображається в найпростішому варіанті логіс-
тичним рівнянням з лагом h такого вигляду

( )( )htNKrNN −−=& ,

де ( )Kr −τ=
0

1 .

Скориставшись розвиненням функції )( htN −  в ряд Тейлора
...)()()( +−=− tNhtNhtN & , ММ набуває вигляду звичайного дифе-

ренційного рівняння

( )
KrN

NKrNN
−

−=
1

& ,

аналітичний розв’язок якого також знаходимо способом відокре-
млення змінних і запишемо

( )( ) ( )00 1 τ−τ ⋅=− th eCNKN

як загальний інтеграл, де C — довільна стала, для якої t = 0 є
( )( ) 1

00
0 −τ−= hNKNC .

Як у випадку рівняння (3.11) ММ, якою враховується лаговий
характер процесу існування неформальної економічної популяції,
набуває вигляду

( ) P
KrN

NKrNN −
−

−=
1

& .

Точки рівноважного стану ( 0=N& ) знаходимо як корінь квад-

ратного рівняння ( ) 012 =++−
r
PNPKN  і після нескладних пере-

творень матимемо

[ ]
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
⋅−±+= 22

*
2,1 1

411
2

1
PKr

PPKN .
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Очевидно, повинна виконуватись нерівність

( ) 1
1
4

22
≤

+
⋅

PKr
P .

Перейдемо від неперервного (3.10) до дискретного варіанта
ММ досліджуваного явища, що краще відповідає реаліям. Замі-
ною похідної різницевим відношенням 

t
NN

dt
dN nn

∆
−= +1 , в якому

нижній індекс свідчить про точку незалежної змінної t,
а nn ttt −=∆ +1  — приріст, і завдяки очевидним алгебраїчним пере-
творенням одержуємо

( )nnn bNaNN −=+1 (3.12)

дискретну ММ неформальної економічної популяції, де покладе-

но 
0

1
τ
∆+= ta ; 

K
tb

0τ
∆= .

Дискретний варіант неперервної ММ (3.11) буде таким:

( ) PbNaNN nnn −−=+1 . (3.13)

У науковій літературі, наприклад [23, 138], такий варіант на-
зивається логістичною моделлю з так званим відловом (відбо-
ром), за допомогою якої вивчається поведінка соціологічних об’єк-
тів та біологічних популяцій в умовах насичення процесів і наяв-
ності постійно діючих факторів.

З метою подальшого вивчення існування неформальної еко-
номічної популяції зручно скористатись відомими щодо логісти-
чного рівняння фактами в синергетичній літературі [7, 37].

Дискретна модель (3.13) володіє двома стаціонарними ста-
нами

( ) ( )
b

bPaa
x

2
411 2

*
2,1

−−±−
= ,

причому стійкому відповідає корінь *
1x  рівняння зі знаком «+»

перед радикалом, а нестійкому стану — знак мінус.
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В умовах дії квоти на відлов ( )
b

aP 4
1 2−=  виконується

( )
b

axx 2
1 2

*
2

*
1

−== : якщо з певних причин популяція стане мен-
шою від зазначеної величини, то з часом вона гине.

Для ситуації перелову, тобто ( )
b

aP 4
1 2−> , неформальну еко-

номічну популяцію чекає загибель за будь-яких стартових умов,
що спричинили постійно діючі фактори.

Напевно, квота на відлов має враховувати поточний стан до-
сліджуваної системи, цим самим відмовляючись від адміністра-
тивного способу прийняття рішень. Інакше, покладаючи

NkP ⋅= , ММ в нашому випадку набуває вигляду

( ) nnnn NkNbaNN ⋅−⋅−=+1 (3.14)

Таким чином, на відміну від апріорної величини відлову
(P = const) у ММ (3.14) використовується більш гнучкий — апос-
теріорний спосіб її вибору, що відповідає знаному в техніці при-
йому зворотного зв’язку.

Широкомасштабний обчислювальний експеримент над рів-
нянням (3.14) свідчить, що за довільних початкових (стартових)
умов траєкторії збігаються до стаціонарного стану.

Слід зауважити, що деяким вибором параметрів a, b і k ММ
(3.14) можна одержати хаотичні режими існування неформальної
економічної популяції. Отже, постає проблема визначення пло-
щин змінюваності параметрів, за яких досліджуване явище веде
себе стійко.

Не менший інтерес викликає стратегія управління режимами, пе-
реслідуючи мету досягнути бажаного результату якнайкраще. Варто
знати межу числових параметрів, щоб встановити рівень їх взаємо-
зв’язку і міру їх взаємовпливу на кінцевий результат моделювання.

3.4. Вивчення проблеми зайнятості членів суспільства

У припущенні рівномірного розподілу робочої сили
створено математичну модель — систему 2-го порядку звичай-
них диференціальних рівнянь (точкову модель), якою описується
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проблема зайнятості в суспільстві. Виконано якісний аналіз ММ:
встановлено площину змінюваності коефіцієнтів моделі, від спів-
відношення яких залежить наявність працюючих i безробітних у
працездатному віці.

Як відомо [160], економічний цикл, будучи визначальним у
здійсненні належної політики в економіці суспільства, являє со-
бою коливання зайнятості населення, обсягу продукції та рівня
цін (оптових, роздрібних). У свою чергу кількість зайнятості тіс-
но пов’язана з обсягом реального доходу або продукції держави i
виступає, на нашу думку, рушійною складовою сили макроеко-
номічної динаміки циклу.

Цілком слушно знати періодичність величин, що характери-
зують економічний цикл. Поки що спостерігається лише конста-
тація факту: статистична економічна інформація засвідчує наяв-
ність хвильових процесів в економіці. За суттю, це ретроспек-
тива, хоча більше всього цікавить майбутнє, перспектива розвит-
ку подій. Саме цього чекає від науки (теорії) економічна практи-
ка. Задовольнити економічні потреби людей можна тільки за до-
помогою створення і застосування у прийнятті рішень відпо-
відних математичних моделей та їх, перш за все, якісного i кіль-
кісного аналізу.

При цьому результатом якісного вивчення ММ є вибір належ-
ної головно з економічної точки зору траєкторії процесу з мірку-
вань адекватності, а потім кількісно її відстежувати — деталізу-
вати хід подій. Причому не виключається критичний нaбip
параметрів моделі, коли складові величини процесу моделювання
можуть набувати подекуди пікового характеру (добре відомі в
техніці або фізиці режими із загостренням). Підхід з позиції
комп’ютерного моделювання виключає, таким чином, кризові
варіанти розвитку економічної ситуації.

У підрозділі 3.4 викладено концептуальні підходи і принципи
побудови ММ зайнятості населення (проблеми робочих місць),
наводяться міркування щодо якісного дослідження ММ, що в су-
купності сприяє вивченню реально існуючих економічних циклів.
Проблему зайнятості можна асоціювати безпосередньо з кількістю
працюючих на виробництві i безробітних або опосередковано —
через динаміку зростання кількості підприємств та їх банкрутств,
оскільки саме так робочі місця створюються або ліквідовуються.

У припущенні рівномірного (для окремо взятого регіону роз-
міщення продуктивних сил) розподілу робочої сили нехай непе-
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рервно диференційована функція N(t) відображає зайнятість, тоб-
то її значення в дискретний момент часу t відповідає кількості
робочих місць. Аналогічно, як це прийнято в демографії, біології
або екології [105], закон зростання описано рівнянням

,MQ
dT
dN −= (3.15)

яким визначається змінюваність за одиницю часу кількості
об’єктів виробництва (популяції) як різниці між кількістю Q і М
підприємств, що відповідно утворилися в популяції та вибули з
неї — збанкрутували. Величини Q і М знаходимо з урахуваннями
всіх впливових факторів, причин i обставин внутрішнього чи зо-
внішнього походження.

Звичайно, рівняння (3.15) запишемо у вигляді

( ) ,NDB
dt
dN −= (3.16)

де величини В і D — функція появи нових підприємств або їх
зникнення з виробництва. У загальному випадку вони залежать
від N, причому D(t0) = т > 0, т — природний рівень банкрутства
виробництва (кількість ліквідованих учасників виробничого про-
цесу); залежність B(N) логістичного характеру (S — подібна кри-
ва) — з часом утворення нового виробництва входить у стан на-
сиченості, спочатку зростаючи (B(t0) = п0 ≠ 0).

У найпростішому випадку (достатньо задовільному для еко-
номічної практики), коли приймається B(N) = C, C — стала вели-
чина асимптотичного насичення; D(N) = m + µN — лінійний за-
кон банкрутства підприємств, тоді математична модель (ММ)
набуває вигляду

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

K
NrN

dt
dN 1 , (3.16а)

де К — місткість економічного середовища ( KtN →)(  для
∞→t ); r — параметр (у демографії — мальтузіанський). Для

правої частини ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

K
NrNNF 1)(  звичайного диференціального
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рівняння (3.16а) справджується умова F(0) = F(K) = 0, 0 < K < ∞. Для
її похідної матимуть місце нeрівності: F’(0) = r > 0; F’(N) < F’(0) для
N > 0. Фазове описання рівняння (3.16а) має нестійку точку рів-
новаги N1 = 0 i стійку N2 = K. Вся траєкторія в фазовому просторі
лежить під прямою N(t) = F’(0)N.

Рис. 3.19. Фазовий опис логістичної
виробничої популяції

Серед можливих варіантів співвідношення між функціями
B(N) i D(N) — появи i зниження кількість підприємств виробни-
чого процесу, зупинимося на найбільш цікавому (рис. 3.20), коли
справедлива нерівність п0 > т: інтенсивність утворення агентів
виробництва перевищує природне вибуття підприємств з вироб-
ничого процесу, отже, має місце лінійний закон зростання банк-
рутства помірного характеру. Фазовий опис такої виробничої по-
пуляції зображено на рис. 3.21.

Рис. 3.20
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Рис. 3.21. Фазовий опис виробничої популяції

Серед чотирьох точок рівноважного стану дві ( 0*
1 =N , 2

*
3 kN = )

характеризують нестійкий, а точки 1
*
2 kN =  i KN =*

4  — стійкий
стан рівноваги. Виробнича популяція має два рівноважні значен-
ня щільності, причому менше 1

*
2 kN =  досягається для всіх 2kN < .

Як тільки справдиться 2kN > , виробнича популяція буде прагну-
ти до стану з більш високою щільністю KN =*

4 . Ось чому описа-
на ситуація називається виробничою популяцією з двома рівнями
щільності. Якщо для неї матиме місце рівняння (3.16а), то для
його правої частини F(N) виконуються умови:

а) F(0) = F(k1) = F(k2) = F(K) = 0, 0 < к1 < к2 < K < + ∞;
б) F(N) < 0 для k1 < N <k2, K < N < + ∞;

F(N) > 0 для 0 < N < k1, k2 < N < K;
в) F’(0) > 0, F’(k1) < 0, F’(k2) > 0, F’(K) < 0.

Зауваження! Інші можливі варіанти — пряма D(N) має одну
(n0 > m) або дві (m > n0) точки перетину з S-кривою.
В останньому випадку існують три точки рівноваги (о, k i K),
серед яких перша i третя — стійкі, а друга kN =*

2  — ні, тобто
для N < k виробнича популяція вироджується. Точка k назива-
ється критичною (порогом рівня щільності виробничого про-
цесу, нижче якого настає колапс суспільства, параліч вироб-
ництва).

На кінець зазначимо, що наведену схему дослідження можна
повторити для узагальненого логістичного рівняння

lN
K
NrN

dt
dN −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 1 , (3.16б)
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де величина l — коефіцієнт інтенсивності вибуття членів вироб-
ничої популяції. Останній в (3.16б) доданок свідчить про певне
самообмеження на зростання у виробничій популяції.

Подальше поширення логістичного підходу в літературі відо-
ме як [23] модель «хижак у — жертва х» Вольтерра

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅δ−γ−=

=β−α=

,)0(   ,

    ;)0(   ,

0

0

yyxy
dt
dy

xxyx
dt
dx

(3.17)

де додатні коефіцієнти α , β , γ , δ  — сталі величини i відповідно
позначають таке: α  — природний приріст «жертв»; β  — убуття
«жертв» при зустрічі з «хижаками»; γ  — природне убуття «хи-
жаків»; δ  — частота зустрічей «хижака» i «жертви». Величини х0
i у0 — кількість «жертв» i «хижаків» у початковий момент часу.

Однією з можливих модифікацій математичної моделі Воль-
терра (3.17) виступає така система двох звичайних диференціа-
льних рівнянь (ЗДР) 1-го порядку

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅δ−γ−=

−β−α=

,

    

xy
dt
dy

dxyx
dt
dx

(3.17а)

в якій враховується самообмеження на зростання популяції «жертв».
Цей факт засвідчує третій доданок (–dx) правої частини першого
рівняння ММ (3.17).

Тепер розглянемо безпосереднє моделювання кількості зайня-
тих у сфері виробництва (послуг) і безробітних, взаємини яких
носять антагоністичний характер. Існуюча між ними конкурентна
боротьба за право працювати схиляє до використання зазначених
вище результатів.

Нехай функція N1(t) описує чисельність працевлаштованих,
а функція N2(t) — безробітних, їхня неперервна диференційова-
ність у кожен момент часу t, що також додатньо визначено. Оскі-
льки вказані групи населення користуються одним ресурсом —
кількістю робочих місць у даному регіоні (суспільства загалом),
то слушно динаміку чисельності працюючих i безробітних опи-
сати системою ЗДР 1-го порядку:
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( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

α−β−=

α−β−=

,112222
2

221111
1

NNrN
dx

dN

NNrN
dx

dN

(3.18)

яка, будучи ММ міжвидової конкуренції (між працевлаштовани-
ми і безробітними), виступає в той же час подальшим розвинен-
ням моделі (3.17). Дійсно, в кожному рівнянні MM (3.18) мають
місце доданки ( )22Nα−  i ( )11Nα−  подібно до того, як член (–dx)
першого рівняння MM (3.17а).

Із числа стаціонарних точок (особливих), які матимемо за
умови рівності нулю похідних у ММ (3.18), запишемо четверту

2121

1222
1 ββ−αα

β−α= rrN  і 
2121

2111
2 ββ−αα

β−α= rrN

як найбільш цікаву, яка повинна лежати в 1-й четверті і яку мож-
на двояко записати:

а) 0   0,   0, 211112222121 >β−α>β−α>ββ−αα rrrr ;
б) 0   ,0   0, 2111112222121 <β−α<β−α<ββ−αα rrrr .
Щоб уникнути громіздкого стандартного дослідження особ-

ливих точок, для аналізу фазових траєкторій надалі розглянемо
особливі напрямки — лінії

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

−=

−=

1
2

1

2

2
2

1
2

1

1

1
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β

α

α

α

β

α

N
r

N

N
r

N

, (*)

на яких похідні набувають нульові значення. Потім визначаються
знаки похідних:

1
2

1

2

1
2

1    :0 NrN
dt

dN
α
β−

α
<> ;

1
2

1

2

2
2

2    :0 NrN
dt

dN
β
α−

α
<> ,
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в різних частинах першого квадранту координатної площини
N1ON2, який розбивається прямими (*).

Також можливі два варіанти:

1) 
1

2

1

1

2

2

2

1    i   
α

>
ββ

>
α

rrrr ;

2) 
1

2

1

1

2

2

2

1    i   
α

<
ββ

<
α

rrrr . (**)

У загальному випадку існують чотири особливі точки, коли
прямі (*) перетинаються (рис. 3.22). Особливі точки 2 i 3 — стій-
кі вузли, особлива точка 1 (початок координат) є стійкий вузол,
особлива точка 4 — сідло. Фазовий опис розглядуваної нами сис-
теми графічно зображено на рис. 3.22.

Залежно від співвідношення початкових чисельностей у си-
стемі залишається щось одне — або всі працюють, або всі безро-
бітні. Можливість співіснування постійних чисельностей працю-
ючих і безробітних малоймовірна, оскільки такому стану системи
відповідає нестійка особлива точка 4 — сідло.

Рис. 3.22. Фазовий опис системи (**): а) площина спадання
і зростання кількості працюючих N1
і безробітних N2; б) фазовий опис

З точки зору економічного буття більше всього цікавить прак-
тична ситуація співіснування працюючих i безробітних, що мож-
ливо за умови — особлива точка 4 — стійкий вузол, особливі точ-



Ю. В. Коляда174

ки 2 i 3 — сідла (рис. 3.23). Як видно, існує значна кількість різ-
номанітних можливих розв’язків ММ (3.18). Встановлення належ-
ної інтегральної кривої досягається широкомасштабним, обчис-
лювальним експериментом — числовим інтегруванням системи
рівнянь (3.18) за конкретних значень коефіцієнтів моделі і почат-
кових умовах процесу моделювання.

Рис. 3.23. Практична ситуація співіснування
працюючих і безробітних:

а) площина поведінки функцій N1 і N2;
б) фазовий опис варіанта співіснування

3.5. Просторові моделі міграції трудових ресурсів

Проблема міграції у суспільстві працездатного насе-
лення вивчена недостатньо. Можливі ММ мають бути обов’яз-
ково просторовими, тобто відображати характер подій від їх міс-
ця, не тільки від часу (у припущенні однорідності). По-іншому,
пошук робочого місця повинен описуватись математичними мо-
делями з розподіленими параметрами — рівняннями у частинних
похідних з однією і двома просторовими координатами та залеж-
но від часу.
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Нижче логічно продовжується попереднє дослідження про-
блеми зайнятості населення, виконане в припущенні рівномірно-
го розподілу робочої сили та однорідності простору подій. Такий
підхід сприяв утворенню класу ММ із зосередженими парамет-
рами, тобто звичайних диференціальних рівнянь (ЗДР) першого
порядку та їх систем мінімальної розмірності. Інакше кажучи,
ММ такого роду описують процеси розвитку подій у часі. Але
пошук робочого місця перш за все перехід пересування від одно-
го місця перебування до іншого, що звісно забирає певний час.
Отже, міграційні процеси населення в пошуку місця трудової ді-
яльності відбуваються в просторі і часі. Їх адекватне математичне
відтворення з метою вивчення та прогнозування (інших можли-
востей просто немає) досягається через застосування диферен-
ційних рівнянь у частинних похідних.

Ретроспектива проблеми

Вперше, ґрунтуючись на логістичних уявленнях про збіль-
шення популяції (робочої сили), просторова модель з’явилась
[137] ще 1921 року і набула вигляду

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂+⋅−=

∂
∂
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2

2

2

)1(
y

p
x

ppp
t
p , (3.19)

де залежна змінна p  описує популяцію (її щільність), незалежні
змінні: t  — час, x  і y  — просторові координати належним чи-
ном нормовані. Автор ММ (3.19) розглядав різні варіанти лінеа-
ризації рівняння (3.19) для однієї просторової змінної x , щоб
можна було записати аналітичні розв’язки.

Спеціальним переходом від рівняння

2

2

)1(
x

ppp
t
p

∂
∂+⋅−=

∂
∂ (3.19а)

з частинною похідною до системи розміру два для ЗДР 1-го по-
рядку і наступним числовим її інтегруванням була встановлена
наявність періодичних розв’язків початкової ММ (3.19). Їх най-
менші значення заходять у площину від’ємних значень, що не
відповідає предмету дослідження. Також вони не задовольняють
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вимог стійкості. Таким чином, спостерігаються ареали — місця, в
яких результати моделювання узгоджуються з дійсністю.

За умови стаціонарності ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =
∂
∂ 0

t
p  для ММ (3.19а) було записа-

но так званий інтеграл енергії 
232

2
1

32
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂+−=

x
pppE .

Також була встановлена асимптотична стійкість розв’язків,
яка має місце у разі перевищення половини насиченості щільнос-
ті популяції.

Для вивчення зростання популяції модель Хотеллінга (3.19а)
модифікувалась, враховуючи найпростішу виробничу функцію

),( 32 ppq −⋅β⋅α=  де коефіцієнт α  визначається технологічною
ефективністю, коефіцієнт β  — масштабом виробництва.

Міграція пояснюється просторовими відмінностями у щільно-
сті населення та виробництві товару на душу населення. Вона
відбувається в напрямі найбільшого зросту (градієнта) виробниц-
тва на душу населення, а її інтенсивність пропорційна різниці
життєвих рівнів у різних місцевостях (точках чи площинах прос-
тору). Щільність населення відповідає кількості потенційних міг-
рантів, спроможних відгукнутися на зазначені вище відмінності.
Математично цей факт відтворюється так званим дифузійним

членом ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇∇ p

p
q , де символ ∇  — градієнт виразу чи змінної р.

Тоді модифікована ММ, що описує зростання і розповсю-
дження, тобто відтворює міграційні процеси, набуває вигляду

)()γ1( p
p
qpqp

t
p ∇⋅∇+⋅−+=
∂
∂ , (3.19б)

де коефіцієнт γ  являє собою прийнятний дохід на душу населен-
ня, що веде до стаціонарності. Для останнього рівняння етапи до-
слідження початкової ММ (3.19) повторюються.

Наведемо деякі результати: в фазовому просторі періодичні
стаціонарні розв’язки ( 2,1=α ; 3=β ; 4,3=γ ) являють собою дві
неперетинні множини замкнених траєкторій, які розподілені сід-
ловою точкою і не заходять в площину від’ємних значень; період
зростає разом з амплітудою, стійкість має місце на інтервалах



Монографія 177

[1,21; 0,78] і [1,25;∞ ) для стаціонарного розв’язку; дифузійний
член сприяє затуханню коливного розв’язку.

Згідно з модифікованого рівняння Хотеллінга (за допомогою
виробничої функції) динаміка міграційних процесів графічно
включає: чотири стійкі вузли, серед яких перебувають два прос-
торово однорідні і два просторово неоднорідні, причому кожен
розв’язок (однорідний чи ні) володіє своїм басейном тяжіння; та-
кож чотири нестійкі вузли і чотири сідлові точки.

Модель Хотеллінга характеризується як структурно нестійка, що
являє собою онтологічну її властивість. Щоб зробити модель внут-
рішньостійкою, розглядався її так званий стабілізаційний варіант

x
p

x
ppp

t
p

∂
∂ε+δ+

∂
∂+−=

∂
∂ )()1( 2

2

, (3.19в)

де величини δ  і ε  досить малі. Більш загально, додатковий член
для моделі Хотеллінга має вигляд pvpu ∇⋅⋅+ )( , де постійні век-
тори u  та v  визначають інтенсивність і напрямок автономних
компонент переміщення.

З точки зору економіки перший доданок 
x
p
∂
∂⋅δ  з’являється,

коли кількість мігрантів пропорційна чисельності популяції, тоб-

то загальній кількості переселенців, а другий доданок 
x
p
∂
∂⋅ε , коли

потік пропорційний швидкості зростання.
Для 0≠ε , 0≠δ  у фазовому просторі можуть бути площини, в

одній з яких енергія процесу прибуває, а в іншій — убуває.
З’являються граничний цикл, спіралі — геометричне зображення
розв’язків ММ.

Коли визначальні для напрямку автономного пересування по-
стійні переходять через нуль, то граничний цикл збігається з го-
моклинною сідловою петлею. У разі зміни спрямованості авто-
номних пересувань можна спостерігати періодичні розв’язки, що
набувають стійкості та втрачають її.

Математична формалізація проблеми

Правомірно розглядати міграцію членів популяції як в часі,
так і в просторі, відслідковувати змінюваність щільності популя-
ції в різних точках, або ділянках, скінченного простору — ареа-
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лах. Для випадку однорідного простору або його малості має мі-
сце змінюваність чисельності від часу [55]. Але важливо знати
просторову змінюваність щільності популяції, бо для різноманіт-
них ділянок неоднорідного простору популяція може розвиватись
по-різному, набуваючи на межах ареалу певні значення.

Іншими словами, розв’язок ММ (3.19) має підпорядкуватись
початковій ),(),,0( yxfyxp =  і крайовій ),,(),( MtMtp ϕ=  де M  є
точка ),( yxM на межі площини, а )(⋅f і )(⋅ϕ  — задані функції,
умови.

Якщо популяція перебуває в обмеженій площині й не вихо-
дить за її межі, то граничні (крайові і початкова) умови набува-

ють вигляду: ),()0,( yxfMp = ; 0=
∂
∂

Гn
p , де вираз 

Гn
p
∂
∂  — похідна в

напрямку, перпендикулярному дотичній у тій точці межі, в кот-
рій обчислюється похідна.

У випадку ММ явища з однією просторовою координатою за-
значені граничні умови мають місце, але спрощується їх запис.

Свою роль також відіграє наявність потужних пакетів програм
числового інтегрування систем ЗДР [3, 169]. Але суттєво на ко-
ристь переходу до моделювання з використанням як ММ рівнянь
з частинними похідними ситуація змінилась за останні роки — на
початку XXI ст. [139], коли з’явились довідники з точним
розв’язанням великої кількості рівнянь у частинних похідних,
накопиченими в різноманітних сферах природознавства і техніки.

На завершення вкажемо, що ММ (3.19) у літературі з синерге-
тики називають рівняннями дифузійного типу, оскільки ними
описують процеси переміщення групи людей (популяції) в прос-
торі та часі. Також відомо, що міграційні процеси можуть з пев-
них причин (внутрішнього чи зовнішнього походження) підси-
люватися або придушуватися (вгамовуватися). З огляду на дійс-
ність змушені будемо розглядати системи дифузійних рівнянь.
Крім цієї причини до ММ такого типу можна дійти, розділяючи
за деякими ознаками популяцію на її складові.

Аналітичні результати моделювання

Послідовно розглядаються відомі типи ММ проблеми міграції
трудових ресурсів — рівняння дифузії з однією та двома просто-
ровими змінними, ретельно виписуються їх точні розв’язки.
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Рівняння математичної фізики параболічного типу з однією
просторовою змінною (в іноземній літературі рівняння Фішера, у
вітчизняній — рівняння Колмогорова — Петровського — Піску-
нова [КПП]), має різноманітні сфери застосування в природо-
знавстві та техніці, а також в економіці, і записується у такий
спосіб:

)1(2

2

ppa
x

p
t
p −⋅⋅+

∂
∂=

∂
∂ , (3.19а)

точні розв’язки якого матимуть вигляд:

2)]6
6
1

6
5exp(1[),( −⋅⋅±⋅⋅−⋅+= xataCtxp ;

2)]6
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6
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅±⋅⋅−⋅+

⋅⋅±⋅⋅−⋅⋅+
=

xataC

xataC
txp ,

де величина C  — довільна стала.
Більш загальне рівняння з нелінійною функцією )( pF  вигля-

дає так:

)(2

2

pF
x
p

t
p +

∂
∂=

∂
∂ , (3.20)

точні розв’язки якого з функціональним виокремленням змінних

)(xpp = , )()( txtz ψ+⋅ϕ= (3.21)

описуються системою ЗДР:
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де 1A , 2A , 3A , 4A  — довільні сталі, розв’язки якої:

2
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4

3
41 ))2exp(()(

−
−⋅⋅−⋅±=ϕ

A
AtACt ;

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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ϕ
+ϕ⋅ϕ−= ∫ ∫ 221

)(
)()()(ψ C

t
dtAdttAtt ;

41
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33 )
2
1exp()( CdzzAzACzp +⋅−⋅⋅−⋅= ∫ ;

)
2
1exp()()( 1

2
3243 zAzAAzACpF ⋅−⋅⋅−+⋅−= ,

де 1C , 2C , 3C , 4C  — довільні сталі.
Найбільш загальний тип рівняння, в яке входить (3.19в), ма-

тиме вигляд

)()(2

2

pg
x
ptf

x
pa

t
p +

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ , (3.23)

де a  — стала, )(tf  — довільна функція.
Заміною змінною ∫+= dttfxy )(  здобудемо простіше рівняння

на зразок (3.20):

)(2
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pa

t
p +

∂
∂=

∂
∂ , (3.23а)

яке матиме точний розв’язок типу хвилі, що біжить: )(zpp = ,
tyz ⋅λ+=± , де λ  — довільна стала; функція )(zpp =  описується

автономним ЗДР

0)( =+′⋅λ−′′⋅ pgppa ZZZ .

Перетворенням ξ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
λ

= az , ξ′= ppU )(  зводиться до рівняння

Абеля

0)(2 =⋅λ⋅+−′⋅ − pgaUUU p ,



Монографія 181

яке володіє багатьма точними розв’язками для різних залежнос-
тей )( pgg =  [36].

Розглянемо ММ трудової міграції з використанням двох прос-
торових координат і наведемо їх точні розв’язки.

Узагальнене рівняння Хотеллінга набуває вигляду

)(2

2

2

2
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t
p +⎟⎟

⎠
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⎝

⎛
∂
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∂
∂⋅=

∂
∂ , (3.24)

розв’язання якого на зразок хвилі, що біжить, записуємо так:
)(ξ= pp , де tByAx ⋅λ++=ξ , де A , B , λ  — довільні сталі, функ-

ції )(ξp  описуються автономним ЗДР

0)()( 22 =+′⋅λ−′′+ ξξξ pfppBAa ,

точні розв’язки якого відомі [36].
ММ стаціонарного процесу трудової міграції являє собою рів-

няння (3.24) для 0=
∂
∂

t
p , тобто

)(2
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2
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p

x
p =
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∂+

∂
∂ ,

розв’язання якого на зразок хвилі, що біжмть, в неявній формі
має вигляд:

DByAxdppF
BA

C ++=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅

+
+∫

− 2
1

22 )(2 , де A , B , C , D  — до-

вільні сталі, ∫= dppfpF )()( .
Точне розв’язання останньої ММ запишемо ( )ξ= pp ,
( ) ( )22

2
1 CyCx +++=ξ , де 1C , 2C  — довільні сталі, а функція

pp =ξ)(  описується ЗДР )(1 pfpp =′⋅
ξ

+′′ ξξξ , розв’язки якого для

різних нелінійностей )( pf  відомі [36].
Отже, для просторово-часових моделей міграції трудових ре-

сурсів виписані алгоритми аналітичних розв’язків. Моделювання
міграційних процесів вимагає програмної реалізації точних
розв’язків, що спряжене з числовим інтегруванням ЗДР, до яких
зводяться початкові ММ.
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Викладене вище сприяє глибшому онтологічному й адекват-
ному моделюванню проблеми пересування популяції трудових
ресурсів у межах держави, регіону або адміністративної одиниці.
При цьому доведеться щоразу налаштовувати коефіцієнти ММ і
вибирати нелінійні залежності, вказуючи необхідні початкові і
крайові умови (на межах ділянок переміщення).

3.6. Функціонування фірми в економічному просторі

Підприємство для свого успішного існування має не
стільки адекватно реагувати на змінюваність економічного сере-
довища, скільки зобов’язано передбачувати події, розробляти
альтернативні сценарії розвитку. Економічна діяльність, як відо-
мо, наповнена фінансовими кризами, дефолтами на товарних бір-
жах, інфляційними процесами тощо.

Зрозуміло, що досягти передбачуваності і керованості еконо-
мічних процесів у суспільстві чи окремо взятої господарської
одиниці (економічного агента) можна тільки з використанням
методології та інструментарію математичного моделювання, де
вербалізація проблеми виступає як етап на шляху побудови адек-
ватної математичної моделі (ММ).

Наукових доробків з тематики моделювання нелінійної дина-
міки економіки, зокрема, на прикладі господарської одиниці (фір-
ми), не багато, але їхня кількість невпинно зростає. Коротко огля-
немо цитовані праці. В [118] чи не вперше запропоновано мате-
матичний опис економічного стану суспільства в координатах
«виробники—продукт—управлінці». У [47] уточнено цю модель,
а згодом в [84] вона дістала подальше розвинення. Про результа-
ти аналізу особливих точок згадуваної вище ММ на стійкість по-
відомляється в [16]: серед чотирьох груп особливих точок залеж-
но від співвідношення між коефіцієнтами моделі спостерігаються
стійкі і нестійкі, причому серед останніх — аперіодично і колив-
ним чином.

Найперша модель Гудвіна економічного розвитку суспільства,
яка зводиться до відомих (наприклад, Ван-дер Поля) рівнянь не-
лінійної механіки, ретельно і послідовно розглянута в [12].
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3.6.1. Моделювання діяльності економічного
агента

На підґрунті основних положень синергетики і кінети-
ки записано ММ функціонування фірми. Визначальними факто-
рами її діяльності оберемо кількість працюючих Y1, величина
власного капіталу Y2 та обсяг кредитів Y3. До речі, побудована
нами ММ [66] уточнює результат [148]. Також у нашій статті [148]
викладено методику якісного аналізу системи трьох звичайних
диференціальних рівнянь — просторової моделі, яка принципово
відрізняється своїми можливостями від ММ на площині. Наведе-
но деякі результати широкомасштабного обчислювального екс-
перименту над побудованою ММ.

Концептологія побудови ММ економічних процесів і явищ
ґрунтується на використанні двох фундаментальних понять: спо-
собу головних пропорцій та основного принципу кінетики. У на-
шому випадку рівняння ММ функціонування фірми будуть та-
кими:

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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≡α+α+γ−=
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321132211
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(3.25)

де змінна Y1 = Y1(t) описує кількість працівників фірми протягом
часу t, змінна Y2 = Y2(t) відтворює власний капітал, а Y3 = Y3(t) —
позичений капітал, тобто обсяг кредиту, а величини 1Y& , 2Y& , 3Y&  є
похідними по незалежній змінній t.

Другий і третій доданки правої частини f1(·) першого рівняння
ММ (3.25) свідчать про те, що приріст кількості працюючих на
фірмі прямопропорційний наявності власного капіталу Y2 і вико-
ристанню кредиту Y3 за призначенням (зустріч капіталів відбу-
лась — αY2Y3), а перший член вказує на скорочення кількості
працівників на фірмі головним чином через відсутність фінансу-
вання та з інших менш важливих причин.

Члени правої частини другого рівняння ММ (3.25) показують,
що швидкість 2Y&  зростання власного капіталу визначається пря-
мопропорційно його величині й обсягу кредитування (доданки
µY2 і µY3) мінус витрати, пов’язані із зарплатою працівникам (до-
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данки — βY1 — βY1Y3). Коефіцієнти µ і β рівняння відображають
частки використання власного капіталу Y2 і кредиту Y3 на зарпла-
ту працівників і не тільки на неї.

Третє рівняння системи (3.25) відтворює той факт, що на швид-
кість 3Y&  змінюваності обсягу кредиту (можливість додаткового
кредитування) позитивно впливає наявність власного капіталу
(δY2) і негативно — вже існуючі кредитні зобов’язання (–ωY3).

ММ (3.25) несуперечлива і може бути редукована до лінійної
моделі діяльності фірми з урахуванням тільки двох основних фак-
торів — власного капіталу Y2 і кількості працівників Y1.

Розглянемо «м’яке моделювання», або техніку якісного аналі-
зу ММ (3.25). Спочатку знайдемо стаціонарні зв’язки Y1s, Y2s, Y3s,
прирівнюючи до нуля похідні, тобто розглядається нелінійна си-
стема алгебраїчних рівнянь

⎥
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З третього рівняння випливає, що 32 YY
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ω= , а першого —
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1 YYY . Підставивши ці вирази в друге рівняння ал-

гебраїчної системи після очевидних перетворень, матимемо
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Отже, перший корінь Y3
(1) = 0 і має місце тривіальна особлива то-

чка (0, 0, 0). Два інші корені запишемо у такий спосіб:

βαω
µγδ+

βα
µγ±−= 1)3,2(

3Y .

Тут слушно зауважити: оскільки шукані стаціонарні розв’язки
мають перебувати в першому квадранті, то легко встановлюють-
ся співвідношення між коефіцієнтами ММ (3.25), а саме:

βα>µγ , (3.26а)
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причому числові параметри ω і δ набувають довільних додатних
значень, дотримуючись економічного змісту:

1>
δ+ω

ω⋅
βα
µγ . (3.26б)

Вирази (3.26) випливають з вимоги додатності одного з ко-
ренів Ys

(2,3), щоб не обмежуватися тільки тривіальним стаціонар-

ним розв’язком. Для цього має виконуватись умова 11 >⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
δ+

βα
µγ ,

реалізувати яку можна двояко.
Між іншим, вказані [148] числові значення коефіцієнтів ММ

не задовольняють нерівностям (3.26), що зайвий раз засвідчує її
алогічність.

Стійкість стаціонарних розв’язків оцінюється, знаючи корені
характеристичного рівняння [155]:
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Якщо λ1, λ2, λ3 шукані корені рівняння (3.27б), то виконується
рівність )( 3211 λ+λ+λ−=a ; 3231212 λλ+λλ+λλ=a ; 3213 λλλ−=a .

Тут використовувались позначення: вирази 
j

i

Y
f
∂

⋅∂ )(  (i, j = 1, 2. 3;

fi(·) — відповідно праві частини рівняння ММ (3.25)) являють со-
бою частинні похідні; позначення |·| відповідає визначнику 2-го
порядку у разі знаходження коефіцієнта a2 і детермінанта 3-го
порядку коефіцієнта a3.

Конкретно у нашому випадку визначник (3.27а) набуває ви-
гляду

( )
0

0
13

2

=
λ−ω−δ

β−µλ−µβ−β−
ααλ−γ−

YY
Y

,

котрий обчислюється в стаціонарній точці.
Досліджуючи характер коренів рівняння (3.27б) та їх знаків,

використовують дискримінант рівняння
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умови Гурвіца — а1 > 0, a3 > 0, a1a2 – a3 > 0; теорему Декарта: чи-
сло додатних коренів алгебраїчного рівняння рівне або менше на
парне число від кількості змін знаків у послідовності коефіцієнтів
1, а1, a2, a3.

Зауваження! Ця теорема застосовується також до числа
від’ємних коренів рівняння і змін знаків послідовності –1, а1,
–a2, a3, тобто до коренів рівняння

032
2

1
3 =+λ−λ+λ− aaa .  (3.27в)
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Класифікація особливих точок (сценарії виробничої діяльності)

1. Стійкий вузол. Для рівняння (3.27б) виконуються умови
Гурвіца, D3 ≥ 0; всі корені дійсні від’ємні. Траєкторії входять в
особливу точку.

2. Нестійкий вузол. Умови Гурвіца виконуються для рівнян-
ня (3.27в), D3 ≥ 0; всі корені додатні; а1 < 0, a2 < 0, a3 < 0. Траєк-
торії виходять з особливої точки.

3. Стійкий фокус. Умови Гурвіца виконуються для рівняння
(3.27б); D3 < 0; два корені комплексні з від’ємними дійсними час-
тинами, один корінь від’ємний. Траєкторії входять в особливу
точку, закручуючись по спіралі.

4. Нестійкий фокус. Умови Гурвіца виконуються для рівнян-
ня (3.27в); D3 < 0; два комплексні корені з додатними дійсними
частинами. Траєкторії закручені по спіралі і виходять з особливої
точки (а1 < 0; a2 < 0; a3 < 0).

5. Сідло першого порядку. Всі три корені дійсні: два від’єм-
ні, один додатний; D3 ≥ 0. Траєкторії, що входять в особливу точ-
ку, утворюють поверхню сепаратрис. Тільки дві траєкторії вихо-
дять з особливої точки, вони мають спільну дотичну.

6. Сідло другого порядку. Всі три корені дійсні, два додатні,
один корінь від’ємний; D3 ≥ 0. Тільки дві траєкторії входять в
особливу точку. Траєкторії, що виходять з особливої точки, утво-
рюють поверхню.

7. Сідло-фокус першого роду. Два комплексні корені з
від’ємними дійсними частинами, один корінь дійсний додатний.
Всі траєкторії, що входять в особливу точку, закручені по спіралі
й утворюють поверхню сепаратрис. Дві траєкторії виходять з
особливої точки (D3 < 0, а3 < 0).

8. Сідло-фокус другого роду. Два комплексні корені з додат-
ними дійсними частинами, один корінь дійсний від’ємний. На-
прямок траєкторії протилежний напрямку траєкторії попередньо-
го випадку (D3 < 0; а3 > 0).

9. Нестійкий центр. Два суто уявні корені, один дійсний до-
датний; виконується тільки необхідна умова існування кореня та-
кого типу. Лише дві траєкторії виходять з особливої точки, інші
лежать на паралельних циліндричних поверхнях.

10. Стійкий центр. Характеристичне рівняння має два уявні
корені і один дійсний від’ємний. Напрямок траєкторій протилеж-
ний напрямку траєкторій попереднього випадку.
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Усі випадки з одним або кількома нульовими коренями —
критичні. Завданням є дослідження сідлових точок і точок сідло-
фокус, які лежать на поверхні сепаратрис.

Конкретно для тривіальної особливої точки ММ (3.25) запису-
ємо визначник

0
)(0

0)(
=

λ+ω−δ
µλ−µβ−

λλ+γ−

і характеристичне рівняння

.0)()( 23 =βαω+δµγ−γµω−λβα+δµ−µω−ωγ+µγ−+λω+µ−γ+λ

Його корені за числових значень [148] коефіцієнтів: α = 5; β = 8;
γ = 1; δ = 0,6; µ = 2,1; ω = 2,46, детермінують існування не тільки
тривіальної особливої точки як виправданої предметно, і запис
приблизно буде таким: λ1 = –2,5; λ2, 3 = 0,65 ± 6,02і, тобто один
дійсний і два комплексні спряжені з додатною дійсною части-
ною. Отже, спостерігається особлива точка сідло-фокус другого
роду, геометричне зображення якої наведено на рис. 3.24.

Рис. 3.24. Геометричне зображення
особливої точки сідло-фокус другого роду

Деякі результати числового аналізу ММ (3.25). Система дифе-
ренціальних рівнянь (3.25) за вказаних вище значеннях коефіцієн-
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тів моделі чисельно інтегрувалась класичним методом Рунге—
Кутта з постійним кроком rk fixed (Y, 0, 20, 400, N) на часовому
відрізку [0, 20], використовуючи пакет Mathcad. Графічно
результати числового моделювання відображено рис. 3.24—3.28,
де згідно з пакетом прийнято позначення: Zk, 1 відповідає неза-
лежній змінній t; Zk, 2 = Y1 — кількості працівників фірми; Zk,
3 = Y2 — капіталу; Zk, 4 = Y3 — кредиту.

На рис. 3.27 зображено змінюваність у часі кількості праців-
ників фірми, обсягів власного і позиченого капіталу, причому в
перші три одиниці часу t відбуваються перехідні процеси для ко-
жної змінної.

Рис. 3.25

Рис. 3.26
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Рис. 3.27

Рис. 3.28

Далі відбуваються стійкі періодичні коливання для окремо
взятої змінної, причому кількість працюючих на фірмі стійко пе-
ребуває в деякому «коридорі значень», також капітал фірми сягає
певної висоти і тільки обсяг кредитів стабілізується на незначно-
му рівні.

Рис. 3.25, 3.26, 3.28 — фазові портрети в координатах: рис. 3.25
— «кількість працівників — власний капітал»; рис. 3.26 — «кіль-
кість працівників — обсяг кредитів»; рис. 3.28 — «власний капі-
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тал-обсяг кредитів». На кожній фазовій координатній площині
спостерігається граничний цикл достатньо складної конфігурації,
на шляху до якого відбувається самоперетин фазової траєкторії.
Наявність граничних циклів свідчить про стійкий характер пове-
дінки фірми, складність якої зумовлена зовнішніми впливами.

Отже, результати дослідження, описаного в параграфі, сприя-
ють розробці сценаріїв поведінки фірми у зовнішньому середо-
вищі і вибору якомога кращого з множини можливих сценаріїв.
Це дозволяє розглядати питання альтернативи коефіцієнтів ММ,
щоб уникнути хаотичного атрактору, тобто краху фірми. З’яв-
ляється можливість дослідити вплив на існування фірми тих чи
інших факторів, перш за все позики капіталу або кількості пра-
цівників фірми. Також викладено певну методологію математич-
ного моделювання економіки, в першу чергу так званого м’якого
моделювання — розгляд стійкості траєкторій економічного роз-
витку об’єкта господарювання.

3.6.2. Комп’ютерне моделювання маркетингу
і менеджменту фірми

Два рушійні фактори — маркетинг і менеджмент, визна-
чають місце фірми на ринку товарів. Час від часу вони або їхні ак-
центи міняються, щоб адаптуватись до ринкової ситуації. Завжди
актуальним залишається прогноз точок можливого рівноважного
стану і процес адаптації до них, яким чином це відбуватиметься.

Запропонована в [80] математична модель поведінки фірми на
споживчому ринку товарів була досліджена з використанням
техніки якісного аналізу звичайних диференційних рівнянь: особ-
ливі точки (рівноваги) і фазові портрети інтерпретувались як мо-
жливі шляхи розвитку економічної ситуації. Зазначимо, що авто-
ри [80] обмежились розглядом тривіальної рівноважної точки,
хоча існує інша, більш приваблива з позиції економічної дійсності.

Нижче кількісно (способом числового інтегрування диферен-
ціальних рівнянь ММ) вивчається поведінка фірми на споживчо-
му ринку товарів, розглядаючи відповідно до реалій економіки
різноманітні структурні модифікації моделі для широкого спект-
ра значень її числових коефіцієнтів. У такий спосіб, для кожного
із розглядуваних варіантів, утворюється тренд можливого просу-
вання на ринку нової чи традиційної продукції фірми.
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Математична модель діяльності фірми

Спочатку опишемо стисло утворення рівнянь ММ. Нехай діяль-
ність фірми на ринку описується функціями x = x(t) — функція
маркетингу, якою характеризується спроможність адекватної ре-
акції щодо ситуації на споживчому ринку товарів, тобто здатність
пристосовуватись (або адаптації); y = y(t) — менеджменту функ-
ція, якою описується структура управління в фірмі та відобража-
ється рівень монолітності колективу. Зростання зазначених фун-
кцій відповідає процвітанню фірми або її стійкому становищу на
ринку, а спад — послабленню ринкових позицій, що свідчить про
невдалу реалізацію тактичного і стратегічного планів маркетингу
чи послаблення корпоративного об’єднувального начала.

На підґрунті синергетичного принципу головних пропорцій
швидкість змінюваності функції маркетингу записується

yxx )()( 21 µϕ+µϕ=& , (3.28)

де перший доданок xfx 11 )µ( =ϕ  описує управлінські рішення з
реалізації плану маркетингу; другий доданок yfy 12 )( =µϕ  — сту-
пінь взаємозалежності функцій менеджменту і маркетингу; пара-
метр ),,( 00 µ+µ−∈µ  0 < 0µ  < ∞ — управляючий маркетинговий

параметр (УПМ); 
dt
dxx =&  — похідна. При цьому функції )(µϕi ,

2,1=i  вказуються: для (–µ, 0) вони відповідають прихильності до
традиційної, що вже зарекомендувала себе на ринку, продукції і,
можливо, частково для нової (модифікованої) продукції; для

),0( 0µ∈µ  )(2 µϕ  > 0 свідчить про появу від фірми принципово но-
вих товарів.

Змінюваність функції менеджменту визначається функцією
yf y )(21 µϕ=  та кількісною характеристикою інерції управлінсь-

ких рішень — f2y = –exp(–α y)y, також кількісною характеристи-
кою обмежень, зумовлених оцінкою ринкової ситуації керівницт-
вом фірми, тобто f2y = –exp(–βx)x. Таким чином, швидкість
змінюваності функції менеджменту описується диференційним
рівнянням

xxyyyy )exp()exp()(2 β−−α−−µϕ=& , )0,0( ≥β≥α . (3.29)
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Вибір функцій f2y і f2х зумовлено міркуваннями: чим сильніше
корпоративне об’єднання, тим менший вплив на необхідні зміни
функції менеджменту. Випадок α  = 0 говорить про максимальне
розузгодження між рішеннями та їх реалізацією: потреба в доко-
рінній перебудові внутрішнього управління фірмою, взаємо-
зв’язків у ній постала нагально.

Отже, рівняння (3.28) і (3.29) утворюють ММ становища фір-
ми на споживчому ринку товарів.

Розглянемо кількісні характеристики поведінки фірми, чисе-
льно інтегруючи рівняння ММ.

Основні результати числового моделювання

Попередньо зазначимо таке. Математична модель виробничої
діяльності економічного агента матиме вигляд:

{ } [ ]⎩
⎨
⎧

−µ++β−−=

µ++µ=
α− ,1exp

)1(

yexxy

yxx
y&

&
(3.30)

де коефіцієнт µ  відображає створення традиційної продукції
(µ  < 0) або нової (µ  > 0); коефіцієнт β виступає мірою реалісти-
чності оцінки керівництвом свого становища на ринку товарів;
коефіцієнт α  вказує на ступінь розузгодженості між рішеннями
керівництва та їх впровадженням.

Роль стартових умов для будь-якого економічного процесу
зрозуміла. Для ММ (3.30) вибирались початкові умови х(0) = 1 і
y(0) = 1, чого завжди можна досягти нормуванням змінних.

Результати комп’ютерного моделювання об’єднані в групи,
для кожної з яких наводять інтегральні криві [залежності функцій
маркетингу x(t) і менеджменту y(t) від часу] і фазові портрети
[криві на площині (xOy)]. Всередині групи числові результати
якісно збігаються. Для розрахунків використовувалось програмне
середовище Mathcad і методи числового інтегрування диферен-
ційних рівнянь, включаючи жорсткі системи.

Система рівнянь (3.30) — базова ММ досліджувалась для ши-
рокого діапазону числових значень коефіцієнтів µ, β і α  моделі, а
саме: [ ],0;5,0−∈µ  α  і [ ]5,0;1,0∈β .
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Графічно результати числового моделювання найбільш прин-
ципового характеру показано на рис. 3.29. З’ясувалось, що за на-
явності традиційної продукції (µ  < 0) величина цього коефіцієн-
та не впливає на інтегральні криві маркетингу і менеджменту.
З плином часу маркетинг припиняється, а функція управління за-
ходить у площину від’ємних значень. Сукупно це означатиме, що
фірма перебуває напередодні краху. Для випадку появи на ринку
нового товару характер кривих практично однаковий (рис. 3.30)
за виключенням, коли маркетингова функція стабілізується,
а роль управління в нових умовах невпинно зростає (рис. 3.31).
Очевидно, що така комбінація числових параметрів претендує на
оптимальну комбінацію: 1Z  — час, 2Z  — функція маркетингу;

3Z  — функція менеджменту.

  

Рис. 3.29 Рис. 3.30

Рис. 3.31
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Певний практичний інтерес викликає ситуація, коли коефіці-
єнт µ лежить в околі точки нуль, тобто відбувається транзитив-
ний процес переходу від виробництва з традиційним укладом до
виходу на ринок товарів з новою продукцією. Виявилося, що
для µ = 0,04 і µ = –0,03 (лівий окіл точки 0), при α  = β = 0,1 ре-
зультати числового інтегрування практично ідентичні (рис. 3.32
і 3.33).

  
Рис. 3.32 Рис. 3.33. Настають нелегкі

часи

Також вивчались екстремальні ситуації, а саме: величина
α  = 0, що в рамках ММ означає максимальну розузгодженість
між рішеннями керівництва фірми і діями працівників; коефіці-
єнт β = 0 відповідає максимально нереалістичному оцінюванню
керівництвом фірми стану справ на ринку товарів і власному ста-
новищу на ньому. У житті подібні ситуації зустрічаються через
втрату контролю за реалізацією бізнес-плану або недостатньої
кваліфікації працівників, також форс-мажорних обставин і ви-
кликаних ними розгубленості чи нерішучі дії, виключаючи на-
вмисність.

Неадекватна оцінка становища фірми на ринку товарів може
пояснюватись недостатньою і несвоєчасною поінформованістю
та відсутністю елементарного передбачення розвитку подій, мож-
ливо, безпорадністю персоналу через дію виняткової динамічно-
сті подій.

Деякі результати числового моделювання приводяться на
рис. 3.34 і 3.35. Привертає увагу якісна відмінність між ними у
разі переходу до випуску нової продукції (µ = 0,1). На фазовому
портреті з’являється замкнена крива.
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Рис. 3.34. α  = 0, β = 0,1,

µ = –0,1
Рис. 3.33. α  = 0, β = 0,1,

µ = 0,1

Рисунки 3.36 і 3.37 ілюструють випадок β = 0 для випуску
старої (µ = –0,1) і нової (µ = 0,1) продукції за однакового рівня
менеджменту (α  = 0,2).

   
Рис. 3.36. α  = 0,2, β = 0,

µ = –0,1
Рис. 3.37. α  = 0,2, β = 0,

µ = 0,1

Для випадку значної (α  = 2) консолідації колективу фірми
для β = 0,2 і випуску старої продукції має місце принципово інші
інтегральні криві (рис. 3.38) та фазовий опис (рис. 3.39) — криві
монотонно зростають — фірма перебуває в стані злету. Між ін-
шим, у всіх других варіантах числових значень µ і β відповідні
графіки являють собою спадні функції.
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Рис. 3.38 Рис. 3.39

На завершення розглянемо вкрай екстремальну ситуацію
(α  = β = 0) у діяльності фірми, коли діяльність її супроводжуєть-
ся повною відсутністю (α  = 0) консолідації колективу та абсо-
лютним незнанням (β = 0) ситуації на ринку товарів. Описана си-
туація не гіпотетична, як може здаватись на перший погляд. Вона
може з’явитися з причин зовнішнього і/або внутрішнього похо-
дження, тоді ММ (3.30) набуває вигляду

⎩
⎨
⎧

⋅µ+−=
µ++⋅µ=

.
)1(

yxy
yxx

&

&
(3.30а)

Система рівнянь (3.30а) чисельно досліджувалась для µ = –0,2;
–0,1; 0,2; 0,3 на часовому інтервалі [0;3] і для µ = –0,7;
0,3; 0,7; 0,8 на [0;10] за стандартних початкових (стартових)
умов.

У випадку від’ємних значень µ, тобто випуску традиційної
продукції, сценарії подій відтворені на рис. 3.40—3.43. Для додат-
ніх значень µ, тобто випуску нової продукції, результати число-
вого моделювання приводяться на рис. 3.44—3.47, що відповідає
поведінці фірми в фазовому описі з координатами (x, y). На
рис. 3.40а—3.47а зображені інтегральні криві ММ. Закінчення
графіків деяких з них на координатних вісях свідчить про припи-
нення процесів маркетингу або менеджменту. Привертає увагу
поява замкнених кривих, що вказує на циклічність досліджува-
них процесів. Поведінка фазових описів майже стереотипна, але
для випадків переходу на виробництво нової продукції вони ви-
ходять за існуючі межі значень.
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Рис. 3.40. µ = –0,1; [0,3] Рис. 3.40а. µ = –0,1; [0,3]

    
Рис. 3.41. µ = –0,2; [0,3] Рис. 3.41а. µ = –0,2; [0,3]

    
Рис. 3.42. µ = –0,3; [0,10] Рис. 3.42a. µ = –0,3; [0,10]
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Рис. 3.43. µ = –0,7; [0,10] Рис. 3.43а. µ = –0,7; [0,3]

    
Рис. 3.44. µ = 0,2; [0,3] Рис. 3.44а. µ = 0,2; [0,3]

    
Рис. 3.45. µ = 0,3; [0,3] Рис. 3.45а. µ = 0,3; [0,3]
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Рис. 3.46. µ = 0,7; [0,10] Рис. 3.46а. µ = 0,7; [0,10]

    
Рис. 3.47. µ = 0,8; [0,10] Рис. 3.47а. µ = 0,8; [0,10]

Таким чином, виконане числове моделювання діяльності фір-
ми на ринку товарів відповідає кількісній оцінці процесів марке-
тингу і менеджменту для широкого діапазону скалярних параме-
трів ММ, що охвачує найбільш важливі в економічній практиці
ситуації. Результати комп’ютерного моделювання корелюють з
якісним аналізом ММ.

Висновки

У центрі уваги розділу 3 стоять деякі характерні для
економіки в цілому проблеми (еволюція економічної структури су-
спільства, ступінь зайнятості трудових ресурсів, функціонування
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фірми тощо), котрі описуються адекватними математичними мо-
делями. На підґрунті неперервних динамічних систем рівнянь ви-
вчається економічний стан (досліджується процес його змінюва-
ності), чим надаються сценарії еволюції, конструюючи умови для
успішного досягнення задекларованої мети. Таким чином, мате-
матичне моделювання з використанням зазначених моделей
сприятиме формуванню цілісної картини розвитку економічної
системи.

Висвітлено результати якісного вивчення деяких нелінійних
ММ макроекономіки. Вперше у моделюванні макроекономічної
динаміки побудовано двовимірні параметричні описи на коорди-
натних площинах простору трьох параметрів (α, µ, ε). На прикладі
ММ (3.4) структура параметричного опису визначається лініями:
сідло-вузла s, нейтральності N і сепаратрисної петлі Р, котрі утво-
рюють чотири площини 1, 2, 3 і 5 (рис. 3.3б) зі спільною для них точ-
кою К. В її околі розглядаються всі можливі біфуркації, а саме: а) у
разі виходу з площини 2 до інших спостерігається жорсткий зрив
рівноваги (стрімке падіння факторів), що може відбуватись навіть
за малих кількісних значень змінних моделі; б) у разі перетину
межі площин 2 і 3 має місце м’який зрив — зародження автоколи-
вань навколо єдиної точки рівноваги; в) для перетину з площини 3
в іншу, крім 2, може мати місце жорсткий зрив рівноваги з вихо-
дом на стійкий граничний цикл; г) у разі виходу з площини 5 в ін-
ші також може спостерігатися жорсткий зрив автоколивань і пере-
хід системи до стійкої рівноваги в середині граничного цикла.

На підґрунті математичного моделювання здійснено дослі-
дження гіпотетичної нелінійної економічної системи, а саме:
а) якісно вивчено ММ з кількома стійкими атракторами; б) роз-
глянуто динаміку поведінки траєкторії моделі залежно від її чис-
лових параметрів; в) ураховано стани насиченості та конкуренції.

Привернуто увагу до такого: а) існує так зване порогове, або
критичне, значення числових коефіцієнтів ММ, перехід через яке
принципово міняє режим функціонування; б) спостерігається
розмаїття фазових описів та особливий характер їх поведінки поб-
лизу межі стійкості; в) не тільки інтенсивність діянь ззовні, але й
внутрішні механізми (стан) є визначальними для режиму функці-
онування економічної системи.

Одержані результати моделювання узгоджуються з вербаль-
ними уявленнями економічної спільноти про надскладний харак-
тер економіки. Але якщо класична економічна теорія розглядає
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притаманні макроекономічні явища (процеси і тенденції), не ва-
ріюючи умови їх перебігу, то комп’ютерне моделювання (якісне і
кількісне) проблем нелінійної економічної динаміки, здійснюючи
багатоваріантний і широкомасштабний обчислювальний експе-
римент, сприяє кращому розумінню закономірностей макрорівня
і як наслідок — формулюванню засад стратегії економічної полі-
тики суспільства.

В економічному просторі з координатами «капітал x суспіль-
ства — платоспроможний попит y — норма прибутку z» побудо-
вано площинні моделі, за допомогою котрих вивчається перебіг
економічних процесів, коли дві з числа трьох координати є функ-
ціями третьої за умови її зростання.

Результати такого вивчення формулюються так: а) інерцій-
ність капіталу, його слабке реагування на змінюваність норми
прибутку і платоспроможного попиту згубно впливає на функці-
онування економічної системи, котра у своєму напрямі рухається
до розпаду; б) малий платоспроможний попит також сприяє са-
мознищенню системи, але з часом; в) непомірне зростання дохо-
дів та їх особисте споживання спонукають систему до занепаду,
породжуючи тенденції до розрухи.

Ураховуючи запізнення і змінюваність величини відлову, роз-
глянуто більш загальні, ніж відомі у літературі, неперервний і дис-
кретний варіанти ММ динаміки неформальної економічної попу-
ляції, на підґрунті аналізу котрих описано сценарії розвитку подій.

Проблема зайнятості трудових ресурсів вивчалась з викорис-
танням: а) точкової моделі (системи звичайних диференційних
рівнянь), для якої ділянки змінюваності коефіцієнтів та співвід-
ношення між ними визначають співіснування працюючих і без-
робітних; б) моделі з розподіленими параметрами (рівняння у ча-
стинних похідних) або просторово-часової чи дифузійної, на
прикладі якої розкрито спосіб аналітичного моделювання.

Для моделювання життєдіяльності малого підприємства обра-
но три визначальні фактори: Y1 — кількість працюючих; Y2 — ве-
личина власного капіталу і обсяг кредитів Y3, стосовно яких за-
писано неперервну динамічну модель, що уточнює відомий у
літературі результат. На прикладі цієї ММ виписано техніку які-
сного аналізу поведінки її розв’язків — динамічних траєкторій
розвитку економічного агента. Також здійснено числове моделю-
вання поведінки фірми на ринку товарів, ґрунтуючись на відомій
у літературі ММ в координатах маркетингу і менеджменту.
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дійснено адаптивне комп’ютерне моделюван-
ня деяких проблем еволюції економічної си-
стеми.

4.1. Кластер-процедура моделювання динаміки
деяких соціально-економічних явищ
як приклад ендогенної адаптації

Вперше в моделюванні здійснено кластеризацію різ-
номанітних за змістом математичних моделей, яка вигідна у кон-
тексті пізнання адаптивних механізмів економіки. Наведено деякі
результати обчислювального експерименту над ММ кластериза-
ції, вказано на нові особливості поведінки розв’язку. Записано
аналітичний розв’язок кластерної моделі.

Як відомо [19], кластер-процедура являє собою об’єднання
двох (кількох) найбільш близько розташованих (в сенсі вибраної
метрики) об’єктів (кластерів) в один кластер (груп). Це призво-
дить до того, що початкове число n  об’єктів зменшується і стає
рівним ( )1−n , причому один кластер буде мати два об’єкти,
а ( )2−n  решти — по одному.

Пропонується застосувати принцип кластер-процедури в ма-
тематичному моделюванні економіки, для використання якого
наявні численні підстави. Одна з них розглядається далі.

У науковій літературі відома низка соціально-економічних
явищ, математичне моделювання яких цілком відповідало потре-
бам свого часу. Послідовно розглянемо здобутки на цьому шля-
ху, виділяючи головне для кожної роботи і щоразу послідовно
доповнюючи попереднє наступним результатом. Таким способом
досягається повнота картини.

Модель Річардсона [131, 179]. Ця модель має також назву мо-
дель гонки озброєнь, яку справедливіше розглядати як модель

З
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конфліктної ситуації, або загрози (погрози) однієї особи (групи
людей) другій [143].

Відповідна лінійна система звичайних диференціальних рів-
нянь 1-го порядку записується:

⎩
⎨
⎧

+−=
+−=

,snydxy
rmxayx

&

&
(4.1)

де функція )(tx  описує витрати однієї сторони конфлікту,

dt
tdxx )(=&  її похідна; )(ty  — витрати протилежної сторони конфлік-

ту двох сторін, nmba ,,,  — додатні сталі величини, коефіцієнти
r  і s  відповідно до претензій, коли вони додатні, і доброї волі за

0,0 << sr .
Побудова ММ (4.1) здійснювалась за майже очевидними гіпо-

тезами: 1) кожна зі сторін конфлікту змінює швидкість зростання
(збільшення або зменшення) власного військового потенціалу
пропорційно обсягу витрат протилежної сторони; 2) чим більший
поточний обсяг витрат на оборону, тим менша швидкість збіль-
шення озброєнь; 3) одна сторона нарощує озброєння, керуючись
своїми претензіями чи зазіханнями, незважаючи на політику що-
до неї іншої сторони конфлікту.

Перше рівняння лінійної системи (4.1) задає горизонталь-
ну швидкість, а друге — вертикальну швидкість точки, траєк-
торія руху якої в фазовому просторі описується ММ гонки
озброєнь.

Можливі три сценарії розвитку подій:
А. Нескінченна гонка озброєнь при ∞→x  і ∞→y

( 0)( <− abmn ; 0>r ; 0>s  — ескалація гонки озброєнь);
Б. Взаємне роззброєння при 0→x  і 0→y  ( 0)( >− abmn ; 0<r ;
0<s );
В. Рівновага озброєнь при ∗→ xx  і ∗→ yy  ( 0)( >− abmn ; 0>r ;
0>s ), де величини ∗x  і ∗y  є координати точки перетину прямих

1l  (для 0=x& ) і 2l  (для 0=y& ).

Зауваження 1. Якщо мають місце нерівності 0)( <− abmn ;
0<r ; 0<s , то передбачення процесу подій суттєво залежить



Монографія 205

від початкового стану ),( 00 yx  гонки озброєнь. Геометрично
вказана ситуація розглянута на рис. 4.1.

x

y

0

I

IV
III

II

y*

l2

l1

x*

x0, у0

x*, у*

Рис. 4.1. Поведінка ММ (4.1)
при 0<r  або 0)( <⋅ sma

Якщо початковий рівень витрат на озброєння (точка ),( 00 yx )
перебуває у ділянці I, то гонка озброєнь буде нескінченною.

Якщо точка ),( 00 yx  лежить у ділянці III, розв’язок ММ (4.1)
відходить від рівноважного стану ),( ∗∗ yx , але прагне до точки
(0, 0), спостерігається взаємне роззброєння.

Отже, наявність доброї волі ( r  і 0>s ) в однієї зі сторін про-
тистояння ще не гарантує прийнятливий результат, який зале-
жить від початкового стану процесу.

Зауваження 2. Стрілки на рис. 4.1 вказують на горизонтальну
і вертикальну швидкості руху точки фазової площини.

Адекватність моделі Річардсона (4.1) була встановлена [131,
149, 179] на прикладі обсягів військових витрат воюючих сторін
у Першій світовій війні.

На рис. 4.2 і 4.3 наведено одні з багатьох результатів числового
моделювання протистояння двох сторін. У цьому випадку має міс-
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це 03,1)( >=− abmn ; 5,0=r  і 1=s  — додатні; точка рівноваги
96,0=∗x  і 92.0=∗y  як розв’язок системи лінійних алгебраїчних рів-

нянь — 05,05,0 =+− xy  і 015,14,0 =+− yx . Для початкових умов
10 =x , 10 =y  конфлікт згасає (випадок роззброєння сторін).

Рис. 4.2. Розвиток подій у часі на відрізку [0, 3]

Рис. 4.3. Фазовий опис протистояння
(випадок роззброєння сторін)

Недоліки ММ (4.1) виявляються у двох аспектах: сталості коефі-
цієнтів r  і s  та відсутності правила їх обчислення. Оскільки один з
коренів характеристичного рівняння ММ (4.1) додатний, то для ста-
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білізації розвитку подій у [149] пропонуються дві цілком природні
можливості вибору коефіцієнтів r  і s , а саме: 1) зусилля пропор-
ційні різниці поточних значень кожної сторони конфлікту, тобто r
і/або s  рівні )( yx −γ− , і спрямовані на обох учасників конфлікту,
причому вони зменшуються у разі досягненні паритету; 2) миротво-
рчі дії на кожну сторону конфлікту записуються як )( yx +γ− , тобто
один із учасників набуває крім власних побуджувальних мотивів ще
більшої мотивації реагувати на дії іншої сторони.

Деякі результати широкомасштабного обчислювального екс-
перименту над ММ (4.1) з використанням описаної вище страте-
гії примирення сторін наводяться на рис. 4.4—4.7. Легко вбача-
ється значна ефективність другого варіанта )( yx +γ−  зменшення
рівня протистояння.

Рис. 4.4. Розвиток подій у часі 1,kZ
для першого варіанта миротворчих зусиль

Рис. 4.5. Фазовий опис протистояння
для першого варіанта примирення
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Рис. 4.6. Розвиток подій з часом
для другого варіанта примирення

Рис. 4.7. Фазовий опис протистояння
для другого варіанта примирення

У монографії [104] описано ММ довгих хвиль, яка з додер-
жанням наших позначень записується так:

⎩
⎨
⎧

⋅⋅β+⋅β−=
⋅⋅α+⋅α−=

,pgyy
ybxx

&

&
(4.1а)

де змінна )(tx  відповідає темпу приросту продуктивності пра-
ці, )(ty  — темпу приросту капіталоозброєності, а величина

yxp −=  — темп приросту норми прибутку; величини gb,,,βα
— так звані структурні коефіцієнти. Автори [104] зазначають,
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що перше рівняння ММ (4.1а) відображає характер взаємодії
процесів накопичення і науково-технічного прогресу, а друге
рівняння являє собою рушійну силу, якою породжуються ко-
ливні рухи і визначаються їх поворотні точки. Аналізуючи ре-
зультати числового моделювання, автори дійшли висновку,
що провідна роль у виникненні довготривалих коливань в еко-
номіці належить вкладенням у радикально нову виробничу
техніку.

Легко вбачається, що з точністю до знаків і виразів коефіцієн-
тів система рівнянь (4.1а) є окремим випадком ММ (4.1) при

0== sr .
ММ функціонування в економічному середовищі фірми сере-

дньої величини матиме вигляд [143]:

⎩
⎨
⎧

⋅β−⋅µ=
⋅γ−⋅α=
xyy
xyx

&

&
, (4.1б)

де )(tx  — кількість співробітників на момент часу t ; )(ty  — вла-
сний капітал, приймаючи наші позначення; коефіцієнт α  — час-
тка власного капіталу, яку підприємство виділяє на зарплату; ко-
ефіцієнт γ  — динаміка кількості працюючих з різних причин;
коефіцієнт µ  — ефективність капіталовкладень; числовий пара-
метр β  — загальні витрати фірми на співробітників.

Отже, система диференціальних рівнянь (4.1б) з точністю до
числових параметрів є окремим випадком ММ (4.1) і практично
збігається з (4.1а).

У стандартному дослідженні стійкості стаціонарного
розв’язку ( 0== ∗∗ yx ) ММ (4.1б) існують дві можливості: для

γ>µ  має місце нестійкий фокус і стійкий для γ<µ , причо-
му γ  — мале число (причин для звільнення працівників неба-
гато); α  і β  — значні за величиною і свідчать про витрати на
співробітників; µ  — не може бути великим, бо фірма се-
редня.

Доповнюючи попереднє (в сенсі стратегії моделювання),
привернемо свою увагу до варіанта, коли величини µ  і γ  мало
різняться. На рис. 4.8 і 4.9 приводяться результати числових
розрахунків для 5=γ  і 8,4=µ . З часом настає стійкий гранич-
ний цикл.
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Рис. 4.8. Еволюція кількості працівників ( 2,)( kZtx = )
і капіталу ( 3,)( kZty = ) фірми з часом

Рис. 4.9. Фазовий опис діяльності фірми — граничний цикл

Насамкінець, подамо аналітичний розв’язок кластерної ММ
(4.1), записавши її у векторно-матричній формі

bZAZ +=& , (4.2)

де ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

)(
ty
tx

tZ  — вектор-стовпець змінних; ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

ty
tx

Z
&

&&  — вектор-

стовпець похідних змінних; матриця ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

nb
am

A  числових па-

раметрів ММ і постійний вектор-стовпець ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

s
r

b , що відображає

наміри сторін.
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Якщо cZ =)0(  є вектор початкових умов, то аналітичний
розв’язок ММ (4.2) записується

)(1 EebAceZ tAtA −+⋅= ⋅−⋅ ,

оскільки виконується таке:

( ) beZe
dt
dZAZe tAtAtA ⋅=⋅=− ⋅−⋅−⋅ )( & ;

∫ ⋅+⋅= −⋅
t

stAtA dsbeceZ
0

)( ;

інтеграл набуває вигляду після ланцюжка очевидних перетворень

∫ ∫ =−⋅=⋅−−⋅⋅=⋅⋅ ⋅−−⋅⋅−−⋅⋅−⋅
t t

sAtAsAtAsAtA t
eAbesAdeAbedsebe

0 0

11

0
)()()(

( )EebA tA −⋅⋅= ⋅−1 .

Для кластерної ММ вигляду

)(tbzAZ +⋅=& ; cZ =)0( , (4.2а)

що відповідає урахуванню природних можливостей визначення
величин r  і s , аналітичний розв’язок записується [10]

dssbeceZ
t

stAtA )(
0

)( ⋅+⋅= ∫ −⋅ .

Щоб провести комп’ютерне моделювання, треба вміти обчис-
лювати матричну експоненту tAe ⋅ .

З’ясовано, що деякі різноманітні за змістом соціально-еконо-
мічні явища описуються однією й тією ж ММ, для якої записано
аналітичний розв’язок. Широкомасштабний обчислювальний
експеримент над кластерною моделлю показав існування гранич-
ного циклу для одного практично важливого випадку. Також
здійснено числове моделювання конфлікту двох сторін, дослі-
джено варіанти ефективного їх примирення.
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4.2. Адаптивний якісний аналіз економічного партнерства

Розглянемо сценарії можливої співпраці двох країн
(союзів) на підґрунті м’якого моделювання. Розкриємо адаптивну
природу механізму взаємодії. Альтернатива доцільної поведінки
визначається в моделі відповідними коефіцієнтами, серед яких
визначальними є ті, що характеризують якість продукції галузі і
ступінь міжгалузевих зв’язків.

Вербального характеру пропозиції (думки і заклики) в еконо-
мічній літературі висловлюються, їх ціле розмаїття. Але науко-
вих праць аналітичного плану з виваженими міркуваннями і ре-
комендаціями, як наслідок — якісного та кількісного комп’ютер-
ного моделювання, поки що нема.

Між іншим, актуальність окресленого вище неминуща: про-
блема взаємовигідної й ефективної співпраці об’єктів господарю-
вання завжди існує.

Метою дослідження виступає математичне відтворення процесу
економічного партнерства двох країн та якісний аналіз математичної
моделі, що включає таке: намітити шляхи можливого розвитку по-
дій, сформулювати вимоги щодо вибору керуючих параметрів і кое-
фіцієнтів моделі, надати економічне тлумачення результатам моде-
лювання, реальну альтернативу сценарію економічної кооперації.

Мета досягається досить поширеним прийомом запозичення або
перенесення відомого в одній сфері наукового знання до іншої, як
це зазазвичай відбувається в науці взагалі і економічній зокрема,
починаючи з відомого з демографії рівняння Мальтуса. Останнім
прикладом такого поширення може слугувати стаття [166], згідно з
результатами якої динаміка зростання капіталу відтворюється рів-
нянням Ферхюльста (1838 р.), відомим спершу в теорії росту попу-
ляцій у природі. Серед здобутків математичної біології також від-
шукалася [157] подібна до розглядуваної нами проблеми задача.

Математична модель досліджуваної
проблеми та особливі точки

Будучи подальшим поширення знаного в науці підходу Воль-
терра—Лотки [23], математичні моделі динаміки процесів макро-
економіки [52, 75, 85] суттєво перекликаються з системами ди-
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ференціальних рівнянь, що описують біологічні та економічні
нелінійні процеси з урахуванням явищ конкуренції, симбіозу то-
що [8,138].

Для двох конкуруючих у взаємодії галузей економіки одного
суспільства, споріднених своїм функціонуванням і кінцевою про-
дукцією, справедливо записати рівняння динаміки обсягів вироб-
ництва

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=β−α−ε=

=β−α−ε=

,,

,

2
2

1
2

yxfxyyyy

yxfxyxxx
&

&
(4.3)

де ( )txx =  — обсяг виробництва однієї з галузей, а )(tyy =  —

відповідно іншої в деякий момент часу ;t  
dt
dxx =&  і 

dt
dyy =&  —

швидкість змінюваності обсягів продукції відповідної галузі; ко-
ефіцієнти: ε  — відтворення кожної з галузей; α  — внутрішньої
конкуренції (у самій галузі) ; β  — відображає конкуренцію між
галузями.

Динамічна система рівнянь (4.3) володіє стаціонарними точ-
ками: 1) тривіальною 0== yx ; 2) )( β+αε== yx ; 3) αε=x ;

0=y ; 4) 0=x , αε=y  — розв’язками нелінійної алгебраїчної си-
стеми рівнянь, що отримується з (4.3) за умови 0== yx && . Дійсно,
вона набуває вигляду

⎩
⎨
⎧

=β−α−ε
=β−α−ε

,0)(
0)(

xyy
yxx

(4.4)

звідси тривіальний розв’язок )0( == yx  очевидний. Координати
стаціонарної точки 2 здобуваємо, розв’язавши лінійну систему
рівнянь за формулами Крамера:

⎩
⎨
⎧

ε=α+β
ε=β+α
.yx

yx

Коли в першому рівнянні системи (4.4) невідома 0=x , то з
другого рівняння випливає αε=y , тобто координати стаціонар-
ної точки 4. Аналогічно, коли 0=y  у другому рівнянні системи
(4.4), то з першого рівняння випливає αε=x , тобто координати
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точки 3. Між іншим, останній розв’язок легко записати з огляду
на симетрію.

Фазова площина стаціонарної точки зображена на рис. 4.10.

x

y

0

1 3

24

Рис. 4.10. Розташування стаціонарних точок

Техніка дослідження стаціонарних точок на стійкість полягає

у такому. Для ММ (4.3) запишемо матрицю Якобі 
j

i

x
xfJ

∂
∂= )(

( { }yxx ,= ; 2,1, =ji  конкретно у нашому випадку)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β−α−εβ−

β−β−α−ε
=•

xyy
xyx

J
2

2
)( ,

котра обчислюється в кожній зі стаціонарних точок. Складається
характеристичне рівняння 0)(det =λ− EJ , де λ  — спектр власних
значень; E  — одинична матриця. Конкретно у розглядуваному
випадку характеристичне рівняння набуватиме вигляду

( )
( ) 0

2
2

=
λ−β−α−εβ−

β−λ−β−α−ε
xyy

xyx
.

Розкриваючи визначник, дістанемо рівняння
0det2 =+⋅λ−λ JJSp , (4.5)

де слід матриці xyyxJSp β−α−ε+β−α−ε= 22  є сума елементів
головної діагоналі матриці Якобі; ( )yxJ β−α−ε= 2det
( ) xyxy 22 β−β−α−ε  — числове значення визначника матриці Яко-
бі, причому слід матриці та її детермінант обчислюються для ко-
жної стаціонарної точки.
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Залежно від коренів рівняння (4.5), тобто власних значень
1λ  і 2λ , можливі такі варіанти рухів в околі стаціонарних точок:

1) стійкий режим вузлового типу, коли 1λ  і 2λ  дійсні і від’єм-
ні (на рис. 4.10 точка 2); система здійснює аперіодичні рухи і
прагне повернутись до точки рівноваги; 2) нестійкий вузол (на
рис. 4.10 точка 1), коли 01 >λ  і 2λ ; система віддаляється від рів-
новажного стану; 3) нестійкий режим сідлового типу, коли ве-
личини 1λ  і 2λ  дійсні і протилежних знаків (на рис. 4.10 точки
3 і 4); 4) стійкий фокальний режим, коли корені 1λ  і 2λ  комп-
лексні з від’ємною дійсною частиною; система здійснює стійкі
періодичні коливання навколо точки рівноваги, що затухають
(крива затягується); 5) нестійкий фокальний режим (крива траєк-
торії розкручується), коли дійсна частина коренів додатня;
6) стійкий режим типу центр, коли корені комплексні і нульо-
вою дійсною частиною, тоді спостерігається періодичні коли-
вання.

Перша стаціонарна точка нестійка при довільних додатних па-
раметрах βαε ,, . Для умови α<β  нестійкими є стаціонарні точ-
ки 3 і 4, лише рівноважна точка 2 стійка на зразок вузол. У випад-
ку нерівності α>β  все відбувається навпаки, а саме: нестійка точ-
ка 2 — сідло, рівноважні 3 і 4 стають стійкими вузла. Іншими
словами, одна із галузей на ринку витісняє іншу, причому пере-
магає та, стартові умови якої були кращими.

На підґрунті розглянутого вище постає цілком слушні і навіть
закономірні запитання: Що буде у тому випадку, коли розглядати
дві держави (два економічні союзи), в кожній з яких завжди
знайдуться дві споріднені або близькі галузі виробництва, при-
чому на ринок збуту вони виходять майже з однаковою продук-
цією (асортиментом товарів)? Яким чином поводитиметься кож-
на зі сторін? Чим і наскільки продиктовані поведінка учасників?
Які фактори у розвитку подій є вирішальними? Які можливі сце-
нарії взаємодії (антагоністична, партнерська).

Такі питання не надумані, вони відображають реалії економі-
чного життя — стосунки між Україною і Росією на прикладі ме-
талургійного і коксохімічного виробництв, котрі тісно пов’язані
між собою та значно конкурують на зовнішньому ринку. Напри-
клад, можна навести інші країни і виробничі галузі. Варто заува-
жити, що можуть фігурувати не тільки галузі виробництва, але й
також інші сфери людської діяльності.
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Зрозуміла незаперечна роль математичного моделювання у
пошуку адекватних відповідей на сформульовані самим життям
питання. До речі, скористатися досить поширеним економетрич-
ним моделюванням принципово неможливо, бо треба володіти
статистичною сукупністю, котра, як правило, відсутня.

Нехай чисельне значення змінної 1x  описує обсяги виробницт-
ва першої галузі однієї держави, а 2x  — відповідно для іншої
держави; змінні 1y  та 2y  — для другої галузі держав. Через сталу
величину b  позначається коефіцієнт міграції (вільного пересу-
вання) всередині кожної галузі для кожної зі сторін — учасників
процесу. Тоді рівняння динаміки обсягів виробництв для кожної
з галузей обох сторін записуються

)( 2111
2
111 xxbyxxxx −−β−α−ε=&

)( 2122
2
222 xxbyxxxx −+β−α−ε=& (4.6)

( )2111
2
111 yybyxyyy −−β−α−ε=&

( )2122
2
222 yybyxyyy −+β−α−ε=& ,

що є узагальненням ММ (4.3).
Для зручності проведення якісного аналізу береться умова,

що коефіцієнти βαε ,,  сталі й однакові у всіх рівняннях. Хоча в
дійсності це не так, але на незначному інтервалі часу таке при-
пущення цілком прийнятне. Цим самим виключається будь-яка
дискримінація галузей в обох суспільствах та їх продукції на
ринках збуту.

Розв’язуючи відповідну систему алгебраїчних рівнянь, знахо-
димо стаціонарні точки. Всього їх 16, з числа яких розглядаються
ті, що підходять за змістом (координати точок дійсні і не-
від’ємні). Перші чотири корені аналогічні розв’язкам системи рів-
нянь (4.4), ураховуючи структуру ММ (4.6).

Наступні два корені матимуть вигляд:
для стаціонарної точки 5 — ( ) )22(

2
1

1 Mbbx −ε+−ε
α

= ;

( ) )22(
2
1

2 Mbbx −ε−−ε
α

= ; ( ) )22(
2
1

1 Mbby −ε−−ε
α

= ;
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( ) )22(
2
1

2 Mbby −ε+−ε
α

= , де 
β−α
β+α−ε= bM 2 . Для подальшої

зручності введемо значення: Fb =−ε )2(  і ( ) GMb =−ε 2 . Тоді

стаціонарна точка 6 має координати: )(
2
1

1 GFx −
α

= ;

)(
2
1

2 GFx +
α

= ; )(
2
1

1 GFy +
α

= ; )(
2
1

2 GFy −
α

= . Привертає увагу
симетричність координат в обох стаціонарних точках, що пояс-
нюється структурою ММ (3.36).

Аналіз існування дійсних і додаткових координат зазначених
стаціонарних точок 5 і 6 приводить до нерівності

)(2
)(
β+α
α−βε<b , ( β<α ). (4.7)

Ця умова накладає певні обмеження на коефіцієнти ММ (4.6),
що відповідає ситуації, коли в межах однієї сторони партнерства
галузь x витісняє іншу галузь y , і навпаки, у рамках іншої сторо-
ни співпраці.

Стаціонарна точка 7 має координати:

1

2
11

1 42
Vuux −+= ; 2

2
22

2 42
Vuux −+= ; 1

2
11

1 42
Vuuy −−= ;

2

2
22

2 42
Vuuy −−= , де 

)(21 β+αα
+= BAU ; 

)(22 β+αα
−= BAU ;

αβ−εβ+εα= 23A ; +αβ−αβε−βα−βε+αε= 22222222 824 bB

bb 244 αβ−εαβ+ ; ( )β−αβ+αα
+= 21 )(2

)( BDCV ; ( )β−αβ+αα
−= 22 )(2

)( BDCV

bC β+εα= ; αβ−εβ−εα= 2D .
Наступні точки 8—10 виписуються, беручи до уваги симетрич-

ність (див., наприклад, точки 5 і 6).
Координати рівноважних точок 7—10 дійсні і невід’ємні, коли

коефіцієнти ММ досліджуваного явища задовольняють нерівність
( )
( )β+α

α−βε<
22

b , ( )β<α . (4.8)
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Якісний аналіз ММ проблеми

Зважаючи на теорему [176, c. 90] про стійкість розв’язків не-
лінійної ММ (4.6), розглянемо лінійну диференціальну систему

Ayy =& , де A  — матриця Якобі, обчислювана в кожній стаціонар-
ній точці. Конкретно елементи цієї матриці часткових похідних

записуються: ( ) byx
x

fa −β−α−ε≡
∂
∂= •

11
1

1
11 2 ; ( ) b

x
fa ≡
∂
∂= •

2

1
12 ;

( )
1

1

1
13 x

y
fa β−≡
∂
∂= • ; ( ) 0

2

1
14 ≡

∂
∂= •

y
fa ; ba =21 ; byxa −β−α−ε= 2222 2 ;

023 =a ; 224 xa β−= ; 131 ya β−= ; 032 =a ; bxya −β−α−ε= 1133 2 ; ba =34 ;
041 =a ; 242 ya β−= ; ba =43 ; bxya −β−α−ε= 2244 2 .

Відповідно до методики якісного аналізу складається характе-
ристичне рівняння ( ) 0det =λ− EA , де E  — одинична матриця,
λ  — спектр власних значень. Конкретно для нашого випадку ха-
рактеристичне рівняння записується

(ε – 2αх1 – βу1 – b) – λ b – βу1 0
b (ε – 2αх2 – βу2 – b) – λ 0 – βу2

– βу1 0 (ε – 2αх1 – βу1 – b) – λ b
0 – βу2 b (ε – 2αх2 – βу2 – b) – λ

= 0

Щоразу визначник розраховується в кожній стаціонарній точ-
ці. Спектр власних значень ( )4321 ,,, λλλλ  визначає характер рухів
в околі стаціонарних точок. Наприклад, для першої (тривіальної)
точки рівноваги матиме місце детермінант

( )
( )

( )
( )

0

00
00

00
00

=

λ−−ε
λ−−ε

λ−−ε
λ−−ε

bb
bb

bb
bb

Розкриваючи його, одержимо характеристичне рівняння
( )[ ] 0

222 =−λ−−ε bb , звідси випливає, що ( )[ ]×−λ−−ε bb
( )[ ] 0=+λ−−ε× bb . З перших квадратних дужок матимемо

b21 −ε=λ  і остаточно 21 λ=λ  у зв’язку з піднесенням до квадра-
ту; з другого співмножника добутку випливає ε3 =λ  і остаточно
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ε=λ=λ 43  з тієї же причини. Отже, для 0>ε  перша рівноважна
точка нестійка.

Аналогічно діючи для стаціонарної точки 2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β+α

ε==== 2121 yyxx , знаходимо власні значення: ε−=λ1 ;

b22 −=λ ; ( )
β+α
α−βε=λ3 ; b24 −ε−=λ . Для нерівності β>α  характе-

ристичні числа 0<λi ( )4,3,2,1=i  і точка стійка; при β<α  власне
значення 03 >λ  і точка нестійка.

Аналіз стійкості стаціонарних точок 5 і 6 приводить до нерів-
ності (4.8), яка є необхідною і достатньою умовою стійкості. Рів-
новажні точки 7—10 лежать на межі ділянок тяжіння, але за умо-
ви деяких обмежень параметрів можлива їхня нестійкість.

Сценарії економічного партнерства
на підґрунті моделювання

Таким чином, можуть мати місце такі сценарії розвитку подій
для випадку взаємодії двох держав, у кожній з яких є дві спорідне-
ні галузі виробництва (міграційно пов’язані суспільства):

1. Якщо внутрішньогалузева конкуренція α  більша за міжга-
лузеву β , то в обох суспільствах будуть стійко існувати обидві га-
лузі виробництва незалежно від рівня ізоляції між державами. Ін-
шими словами, боротьба за якість продукції завжди виправдана.
Серед перших чотирьох стаціонарних точок стійкою є точка 2.

2. Якщо виконується нерівність β<α , то рівноправне співісну-
вання двох галузей у кожній державі неможливе, для випадків:

а) нерівності ( )
( )β+α

α−βε>
2

b  — зазначеного співвідношення між

коефіцієнтами ММ міграційний процес досить суттєво впливає
на еволюцію системи (об’єкта моделювання), де перемагає одна
галузь, витісняючи конкурента;

б) для подвійної нерівності ( )
( )

( )
( )β+α

α−βε>>
β+α
α−βε

222
b  матимуть мі-

сце стаціонарні точки 5 і 6, у державах-партнерах переважатимуть
різні види, але спостерігатиметься нестійкість, тобто будь-яка ви-
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падковість може призупинити її. У такому разі в системі існувати-
муть перші шість стаціонарних точок, з числа яких стійкі 3 і 4;

в) для випадку нерівності ( )
( )β+α

α−βε<
22

b  — співвідношення між

коефіцієнтами системи існуватимуть всі десять рівноважних то-
чок, з яких чотири (3—6) стійкі. При цьому існує ділянка старто-
вих (початкових) умов у створенні продукції галузями, за яких
об’єкт моделювання досягає рівноважного стану, але в кожного з
партнерів переважатимуть різні види. Наприклад, у першій дер-
жаві переважатиме галузь x , а у другій — вид ,y  причому деякі
стаціонарні стани галузі y  у першій державі і галузі x  для другої
існуватимуть лише за рахунок міграційного процесу.

Як видно, вплив міжгалузевої конкуренції на динаміку обсягів
конкуруючих видів виробництва багатоманітний. Динаміка в
свою чергу може здійснювати вплив на розподіл галузей та їх
еволюцію, допускаючи явище інтерференції, коли показники од-
нієї галузі взаємно підсилюються або послабляються.

Очевидно, що партнерство має забезпечувати успішність кож-
ної сторони (не пригнічувати, а сприяти взаємно ефективному
співіснуванню на ринку збуту).

4.3. Адаптивний кількісний аналіз математичної моделі
нелінійної економічної динаміки

Із попереднього стає очевидним, що найпоширенішою
ММ нелінійної динаміки виступає так звана задача Коші з почат-
ковою умовою, яка у нормальній формі записується

00 )(  ;),( XtXXtfX ===& , (4.9)

де Х — вектор змінних економічного стану; t — незалежна змін-
на, права частина f(X, t) — диференційна функція за своїми змін-
ними.

Система звичайних диференційних рівнянь (4.9) також висту-
пає як ММ динамічних систем іншої природи, наприклад, інтег-
ральна електроніка. Як в економіці, так і в інших сферах застосу-
вання (4.9), зокрема в автоматизації проектування в електроніці,
матиме місце проблема жорсткості рівнянь, породжувана наявні-
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стю швидких і повільних змінних моделі [37]. Ця проблема сут-
тєво впливає на результати моделювання (його ціну, точність,
своєчасність), а інколи робить недосяжною мету моделювання.

Хоча на сьогодні відомі пакети програм числового аналізу за-
дачі Коші (3.39), але бар’єр жорсткості (більш загально — проб-
лема коректності) рівнянь моделі продовжує перебувати у центрі
уваги: у кожного окремо взятого числового методу є переваги і
недоліки. Зрозуміло, що ефективність застосування алгоритмів
числового аналізу виявляється у своєрідному використанні мно-
жини обчислювальних схем — адаптивному їх використанню за-
лежно від поведінки шуканого зв’язку (інтегральної кривої), об’єд-
нуючи позитивні якості і зменшуючи вади.

Свого часу у САПР бар’єр жорсткості успішно долався [146],
комбінуючи двосторонні однокрокові явні та напів-явні числові ал-
горитми змінного порядку точності і користуючись розробленою
адаптивною стратегією вибору кроку числового інтегрування. Таким
чином, здійснюється адаптивна організація комп’ютерного моделю-
вання, у процесі якого відбувається найкращий у розумінні обчис-
лювальних витрат вибір методу інтегрування з числа наявних, керу-
ючись локальними властивостями розв’язку (інтегральної кривої).

Нижче викладено підхід, що дозволяє зорганізувати ефектив-
ний обчислювальний процес моделювання, ґрунтуючись на адап-
тивному управлінні тривалістю (довжиною) кроку h числового
інтегрування і його трудомісткістю.

Нехай для числового розв’язання автономної ММ (4.9) вико-
ристовуються обчислювальні схеми:

;
1

1 ∑
=

+ +=
s

i
isin KpXX (4.10)
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j
jijnniii KbXhfXJhbEK , (4.12)

де s — кількість етапів числового методу; Е — одинична матри-
ця; J(.) — матриця Якобі ММ (4.9). Формули (4.10) і (4.11) відпо-
відають явній рекурентній обчислювальній схемі, а (4.9) і (4.12)
— напів-явній.
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Тип обчислювальної схеми у момент tn доцільно вибирати, ке-
руючись оцінкою трудомісткості

п

я

σ
ση = , (4.13)

де яσ  і пσ  — сумарні обчислювальні витрати на відрізку інтегру-
вання відповідно для явної і напів-явної схеми. Припускаючи, що
після tn числове інтегрування здійснюється з постійним (макси-
мально можливим для числового алгоритму) кроком т

nh ,я  і т
nh ,п

відповідно матимемо:

( )
т

n

nk

h

tT
,я

я
я

σ
σ

−′
= ; (4.14)

( )
т

n

nk

h

tT
,п

п
п

σ
σ

−′
= , (4.15)

де яσ′  і пσ′  — трудомісткість одного кроку явної і напів-явної фор-
мули.

Трудомісткість одного кроку h явного різницевого методу ви-
значається витратами σ1 на обчислення правої частини ММ. Явна
рекурентна однокрокова формула вимагає ν обчислень правої ча-
стини ММ f(.) на кожному кроці h інтегрування, де величина ν є
порядок точності методу. Крім того, ще одне додаткове обчис-
лення правої частини для оцінки локальної похибки апроксимації
алгоритму. Отже, виконується

яσ′  ≃ (ν + 1)σ1. (4.16)

Для випадку напів-явної однокрокової обчислювальної схеми
(4.10), (4.12) матиме місце

пσ′  ≃ (ν + 1)σ1 + σ2 + σ3, (4.17)

де σ2, σ3 — витрати з обчислення елементів матриці Якобі та
розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР).
У разі різницевої апроксимації елементів матриці Якобі величина
σ2 ≃ Nσ1 оцінюється, де N — розмірність ММ. Тоді остаточно
матиме місце наближена рівність
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де С = σ3 / σ1. Для випадку матриць із малим числом значущих
елементів у задачах великої розмірності N береться С = 0. Отже,
остаточно справджується формула
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т
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Перевірка отриманої рівності відбувається для кожної точки tn.
Побудова адаптора на підґрунті (4.18) відрізняється від відомих

у літературі підходів такими рисами: 1) наявністю змінної величини
(1 + (N + C)/(ν + 1)) замість емпіричної константи, що більш
об’єктивно відображає реальний обчислювальний процес; 2) мож-
ливістю застосувати критерій (4.18) у довільній точці tn інтервала
інтегрування, що сприяє гнучкому управлінню процесом обчислень.

Значення т
nh ,я  і т

nh ,п  визначаються з обмежень на величину h кро-
ку інтегрування. Розрізняють три види зумовлених обмежень, а саме:

а) числовою стійкістю формул інтегрування;
б) дискретизацією розв’язку різницевою схемою;
в) лінеаризацією правої частини ММ.
Традиційно першим двом обмеженням приділяється значна

увага, але обмеження на h, викликане лінеаризацією правої час-
тини ММ, також важливе. За суттю, воно визначається умовою
апроксимації ( )tX

•
 похідної — лівої частини ММ, також є рівно-

значним фактором в організації адаптивного процесу числового
моделювання.

Послідовно розглянемо всі три обмеження. За апроксимації роз-
в’язку ММ полiномом Тейлора у момент tn – 1 норма похибки дискре-
тизації для однокрокової схеми ν-го порядку точності матиме вигляд

( ) ( ) ( )2ν1ν
1

ν

ν

!1

1
++

− ++ν
=ε

nnn

n
hOXh

, (4.20)

де ( )1ν
1
+
−nX  — норма ( )1+ν -ї похідної розв’язку, обчислена в точці

tn – 1. Застосування виразу (4.20) для двох послідовних моментів
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tn – 1, tn часу приводить до відомої формули управління тривалістю
кроку h інтегрування

[ ] ,/1ν ν
1

+
+ = ndnn EEhh (4.21)

де dE  — допустима локальна похибка. Тут покладається 
( )

( )1ν

1ν
1

+

+
−

n

n

x

x
 = 1,

оскільки (ν + 1)-а похідна полінома (ν + 1)-го степеня є величина
стала.

Умова (4.21) є обмеження на крок h, викликане дискретизацією
розв’язку ММ на підґрунті використовуваної обчислювальної схеми.

Додаткове обмеження на крок h зумовлено лінеаризацією
ММ, що еквівалентно одній ітерації розв’язання СНАТУ при
•
X  = 0 алгоритмом Ньютона для нульового початкового набли-
ження для змінної Kі, тобто ( ) 00

1 =K  для і = 1 і

( ) ( ) ( )nnni XhbJXhfbKXhfK +=+= 1 . (4.22)

Щоб дістати вираз для обмеження, скористаймось неперер-
вним аналогом ітеративного методу (НАІМ) Ньютона

( )( )[ ] ( )( )tXFtXF
dt
dX 1−′−= , для якого справедлива рівність
F(X(t)) = F(X(t0))e–t.

Таким чином, матимуть місце оцінки:
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Тоді прогнозована кількість ітерацій для розв’язання СНАТУ*

методом Ньютона за вибраного початкового наближення Х(0)

і заданої допустимої похибки Ed є ціла частина виразу

М ≃ 
( )( )
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Оскільки для напів-явного алгоритму М = 1 за визначенням,
то розглядаємо, як впливає на збіжність ітеративного процесу ве-
                     

* СНАТУ — система нелінійних і трансцендентних рівнянь.
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личина F(X(0)) при заданих М і Еd. У нашому випадку справедли-
вим буде таке:

( ) ( )0
1

0 KX = ; ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )nnnn XfhbKXfhKKFXF =+−== 0
1

0
1

0
1

0 ,

звідси одержуємо ( )ndn XfeEh /≤ . Остання нерівність є обме-
женням на крок інтегрування за рахунок лінеаризації. Її також
можна використовувати, коли стоїть питання про частоту обчис-
лення матриці Якобі.

Позначимо величину hn, що задовольняє останню нерівність,
через HL, а рівність (4.21) — через HD, причому HDя для явної
схеми інтегрування і HDп — для напів-явної; через HS — обме-
ження на крок, викликане стійкістю числового методу (для алго-
ритму Ейлера hn ≤ 2/λ).

Числове інтегрування рівнянь ММ завжди починається з явної
схеми. Спочатку зробимо два початкові кроки h0, установлюючи
некоректність даних. У момент t0 + 2h0 включається управління
тривалістю кроку інтегрування, похибка приблизно рівна

( )dnd EEE ≤+1 , крок — максимально можливий. Так триває до мо-
менту tn, коли настає dn EE >+1 , тобто порушується обмеження
типу а) явної схеми. Це дозволяє кваліфікувати HS = hn – 1.

Таким чином, у момент часу t відбувається оцінка величин HD,
HL, HS, зумовлена трьома видами обмежень. Знаючи їх, визнача-
ються величини m

nhя,  і m
nhп, : { }HSHDh m

n ,minя, = ; { }HLHDh m
n ,minп, = .

Як наслідок, при η ≤ 1 крок інтегрування треба вести за явною
схемою, інакше — за напів-явною. Наприклад, якщо

HLhHSh m
n

m
n == ,п,я ,  і ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ν
+≤

1
1 NHSHL , то наступний крок вико-

нується за явною схемою, інакше — за напів-явною.
У разі виконання кожного кроку числового інтегрування про-

цедура оцінки HD, HL, HS повторюється, і на підґрунті (4.19)
знову приймається рішення. Для оцінки HS в момент tn + 1 можна
використовувати норму матриці Якобі, якщо відбулось переклю-
чення на напів-явний числовий алгоритм.

На завершення зазначимо, що співвідношення (4.18) відобра-
жає: а) властивість жорсткості ММ — величина HS; б) рівень не-
лінійності моделі — величина HL і в) умову поліноміальної ап-
роксимації розв’язку — величина HD; г) N-розмірність задачі;
д) v-порядок точності використовуваного числового методу;
е) відношення трудомісткостей прийнятого методу розв’язання
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СЛАР і обчислення правої частини ММ. Це ті фактори, що хара-
ктеризують модель і метод її кількісного аналізу на поточний
момент часу tn. Побудований на підґрунті (4.18) адаптор об’єк-
тивно відображає хід обчислювального процесу і слугує ефекти-
вним засобом управління числовим моделюванням.

Обчислювальна ефективність процедури адаптивної організа-
ції числового аналізу ММ (4.19) — задачі Коші з початковою
умовою неодноразово висвітлювались у літературі, моделюючи
системи різної природи.

4.4. Математичне моделювання інфляції в Україні1

Інфляція властива будь-якому суспільству і є індикато-
ром загального стану економіки. Для перехідної економіки інф-
ляція характеризується не тільки значними амплітудами, особли-
во в початковий період інституційних перетворень, але й яскраво
виявленими коливаннями.

Огляд концептуальних положень теорії інфляції вказує, що її
розвинення являє собою синтез різноманітних ідей і точок зору, які,
на перший погляд, мали бути несумісними. У сучасній літературі
інфляція трактується як багатофакторне явище, що вимагає нових
досліджень системного характеру, перш за все синергетичних.

Багатогранна природа інфляції виявляється в різновидах ви-
значення цього явища. Будемо розуміти інфляцію як знецінення
грошей, що виявляє себе через зростання цін.

Йдучи своїм шляхом до ринкової економіки, Українська дер-
жава подолала гіперінфляцію, відлуння якої дається взнаки до-
сьогодні. Глобально розвинення інфляційних процесів в Україні
має два періоди: 1991—1994 рр. — період гіперінфляції, коли мі-
сячні темпи інфляції визначались двозначним числом, і почина-
ючи з 1995 р. спостерігається відносна фінансова стабілізація —
місячні темпи не перевищували 10 %.

Щоб уникнути скрутних наслідків інфляції, варто здійснювати
попередній аналіз проблеми інфляції, інструментом якого пови-
нно виступати економіко-математичне моделювання. Донедавна
в моделюванні інфляційних процесів головним чином викорис-
товувались економетричні моделі.
                     

1 Результати цього підрозділу одержано у співавторстві з аспірантом С. І. Пертеном.
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Нижче пропонується математична модель динаміки інфляцій-
ного процесу, при побудові якої враховується вплив грошової емі-
сії як одного з головних збудників інфляційного процесу, та дина-
міка виробництва як фактора економічного розвитку суспільства.
Саме економічне буття країн пострадянського простору, зокрема
України, свідчить, що однією з найважливіших причин інфляції
стала невиважена грошова емісія. Разом з тим якісний зв’язок інф-
ляційних процесів і динаміки економічного зростання неоднозна-
чний і є одним із пріоритетних напрямів економічного аналізу.

При побудові зазначеної ММ використовується класичне рів-
няння обміну Фішера

,pYM =ν (4.23)
де М — кількість грошей, що перебуває в обігу; p — рівень цін; Y —
реальний валовий внутрішній продукт; ν — швидкість обігу грошей.

Надалі розглянемо рівняння

IY
ρ

= 1 , (4.24)

де ρ  — частка валових інвестицій у ВВП. Саме економічний роз-
виток (збільшення обсягів, покращення якості й оновлення засо-
бів виробництва) стимулюється впровадженням інноваційних
технологій і поліпшенням інвестиційного клімату, тобто за раху-
нок величини І.

З урахуванням грошової емісії рівняння (4.23) і (4.24) набува-
ють вигляду

v
Y

MMp ∆+= 0 ; (4.25)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆ξ+
ρ

=
p
MIY 0

1 , (4.26)

де ∆М — обсяг грошової емісії; 
p
M∆ξ  — частка грошової емісії,

яка інвестована в економіку на підвищення обсягів виробництва з
поправкою на індекс цін p.

Автори не претендують на повноту факторів і важелів впливу
на динаміку реального виробництва, визначених у моделі. Дослі-
джується окремий випадок зменшення інфляційного тиску на
зростання економіки у вигляді інвестицій.
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Співвідношення (4.25) і (4.26) є стаціонарними, тобто рівнян-
ня алгебраїчні. У разі зміни стану обидві праві частини порушу-
ються і за деякий час досягають нових рівноважних значень p і Y.
Однак дослідження динаміки інфляції в довільний момент часу
вимагає розглядати звичайні диференційні рівняння.

У науковій літературі зазначається існування лагу між приро-
стом грошової маси і індексом споживчих цін. Подібна ситуація
виникає при інвестуванні у виробництво (від інвестицій до реаль-
них дивідендів минає час). Однак зазначені вище лаги різні, тоб-
то існуючі економічні процеси від свого початку до завершення
протікають з різною швидкістю.

З урахуванням цього факту автори пропонують принципово
нову модель інфляції, в якій лаги описуються за допомогою кіне-
тичної теорії хімічних реакцій.

Комп’ютерне вивчення інфляції:
математична модель і основні результати

Рівняння (4.25) і (4.26) в кінетичній формі, коли швид-
кість відхилення деякого параметру пропорційна його відхилен-
ню від значення рівноваги, мають такий вигляд:
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де коефіцієнти 21, kk  — відображають певним чином притаманне
економіці запізнення процесів, величини 21,,, kkξν  — вважатимемо
постійними. У разі переходу до безрозмірних змінних 1/~

0 −= YYy  і
нормованого індексу цін 0/~ ppp =  система набуває вигляду
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Надалі поділимо перше рівняння на р0, друге — на 0Y  і ма-
тимемо
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Використовуючи рівняння (4.23) і (4.24), ММ (4.29) перепису-
ється
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де 
00Ip

Md ξ= , ( ) ( )
0M
tMtm ∆=  — безрозмірна функція грошової емісії,

( )ypF ~,~  — початковий момент рівноваги, ( ) ( )
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1  — кін-

цевий момент рівноваги. Початкові умови для ММ (4.30) фіксо-
вані ( ) ( ) 00~,10~ == yp .

Диференціальна система (4.30) має чотири особливі точки,
в яких похідні по p~  і y~  дорівнюють нулю, коли матиме місце
таке:

1) 01 ≠k , 02 =k ; 2) 01 =k , 02 ≠k ;

3) 01 =k , 02 =k ; 4) 01 ≠k , 02 ≠k .
Перші три точки не відповідають економічному змісту, оскі-

льки перехід від одного стану рівноваги системи до нового від-
бувається миттєво.



Ю. В. Коляда230

У випадку 4) особлива точка матиме вигляд ( ) ( )tdmtmp −+=11 ,
( ) 11 / ptdmy = . Аналіз характеристичного рівняння
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у цій точці показує, що для 10 << d  і ( ) 0>tm  вона є абсолютно
стійкою при ∞→t  (деталі наводено у дод. І).

Математична модель (4.30) є істотно нелінійною, тому її
розв’язки (інтегральні криві або графіки величин p~  і y~ ) шука-
ються чисельним інтегруванням. Для побудови розв’язків вико-
ристовується напів-явний числовий метод (сімейство формул
Розенброка), оскільки ММ (4.30) є системою жорстких диферен-
ціальних рівнянь.

За числового аналізу системи кінетичних рівнянь корисно по-
рівнювати її розв’язки з динамікою поведінки індексу цін без
урахування валового випуску, коли ціни не погашаються зміною
обсягу виробництва. У цьому випадку кінетика зміни індексу цін
описується одним диференціальним рівнянням

( )( )ptmk
dt
pd ~1
~

1 −+= , (4.32)

його розв’язок (дод. ІІ) для випадку разової емісії матиме вигляд

( ) ( )tkemtp 111~ −−+= . (4.33)

Надалі буде показано беззмістовність економічного дослі-
дження інфляції без її впливу на виробництво.

Розрахунок інфляції реалізується на основі зміни індексу цін.

За визначенням вона є динамічною величиною 
dt
dp

p
1=π , що за-

лежить від часу.
Виходячи з (4.33) інфляція записується
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У граничному випадку, коли справджується k2 ≫ k1, ММ (4.30)
зводиться до одного нелінійного рівняння
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розв’язок якого в окремому випадку разової емісії знаходять ана-
літично (дод. ІІІ)
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Це рівняння (4.36) являє собою експоненціальне встановлення з

часом нового рівноважного значення індексу цін 1
~p . В іншому гра-

ничному випадку, коли k1 ≫ k2, спостерігається зв’язок ( )( )/1~ tmp +≈
( )y~1/ + і система звичайних диференціальних рівнянь (4.30), або мо-
дель із зосередженими параметрами, що свідчить про однорідність
простору подій, зводиться до лінійного диференціального рівняння

( )
( )
( )tm
tdmky

tm
pk

dt
yd

+
=

+
+

1
~

1

~~
212 , (4.37)

загальний розв’язок якого матиме вигляд (дод. ІV):
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і зображується у квадратурах для окремих випадків залежності
емісії від часу m(t).

Поведінку кінетичної моделі інфляції проілюстровано за до-
помогою елементарних прикладів функції грошової емісії.

На рис 4.11 наведено розв’язок ММ (4.30) для 20 %-ї разової
емісії при d = 0,7 і прямо протилежних відношеннях кінетичних
коефіцієнтів 2,0/ 12 =kk  (крива 1) і при 10/ 12 =kk  (крива 2). Тут
також проведено розв’язок рівняння (4.32), який будемо називати
пасивним (крива 3). Характерно, що якщо виробництво відклика-
ється на емітовані в нього гроші з великим запізненням (k2 ≪ k1),
то індекс цін спочатку зростає, а потім мірою збільшення обсягу ви-
робництва спадає до свого нового стану рівноваги ( ) ( )tdmtmp −+=11 .
Падіння індексу цін нижче початкового рівня викликає дефляцію,



Ю. В. Коляда232

що потребує додаткових досліджень. Це показано на рис. 4.12, де
наведені ті самі розв’язки, але для інфляційних залежностей ( )tπ .

Рис. 4.11. Динаміка зміни індексу цін за 20 %-ї разової емісії
у рамках моделі кінетичних рівнянь (4.30) при d = 02, 2,0/ 12 =kk  (кри-
ва 1) і при d = 0,7, 10/ 12 =kk  (крива 2) порівняно з розв’язком (10)
(крива 3)

Рис. 4.12. Динаміка зміни інфляції за 20 %-ї разової емісії
в рамках моделі кінетичних рівнянь (4.30) при d = 0,7, 2,0/ 12 =kk  (кри-
ва 1) і при d = 0,7, 10/ 12 =kk  (крива 2) порівняно з розв’язком (10)
(крива 3)

Кращою є ситуація, коли k2 > k1, у цьому випадку виробництво
встигає відслідкувати вкладені гроші, і підвищення цін не відбу-
вається. Звідси витікає, що при 7,0=d  у даному випадку зни-
ження індексу цін відбувається в 2,4 раза.
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Аналогічно для лінійно зростаючої емісії. Якщо емітувати та-
ку саму суму грошей, але за деякий час 0t , то це не змінює оста-
точного індексу цін, однак уповільнює швидкість зростання інде-
ксу цін і істотно знижує величину інфляції (рис. 4.13). Емітовані
гроші в галузь виробництва з швидкою віддачею (крива 2) дозво-
ляють знизити інфляцію майже втричі порівняно з малою швид-
кістю (крива 2, рис. 4.14).

Рис. 4.13. Динаміка зміни індексу цін за 20 %-ї лінійної емісії
у рамках моделі кінетичних рівнянь (4.30) при d = 0,7, 2,0/ 12 =kk  (кри-
ва 1) і при d = 0,7, 10/ 12 =kk  (крива 2)

Рис. 4.14. Динаміка зміни інфляції за 20 %-ї лінійної емісії
у рамках моделі кінетичних рівнянь (4.30) при d = 0,7, 2,0/ 12 =kk  (кри-
ва 1) і при d = 0,7, 10/ 12 =kk  (крива 2)
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Розглянемо тепер розв’язок ММ (4.30), побудований на при-
кладі економіки України в період 1992—2009 рр. (рис. 4.15): кри-
ва 1 — змодельований індекс цін при 4,0=d , 101 =k , 001,02 =k ;
крива 2 — динаміка зміни індексу цін, за даними Держкомстату
України.

Рис. 4.15. Динаміка зміни індексу цін в умовах української економічної
дійсності в 1992—2009 рр. у рамках моделі кінетичних рівнянь (4.30)
при d = 0,04, К1 = 10, К2 = 0,001 (крива 1) порівняно з даними Держко-
мстату України (крива 2). Зміна індексу цін в обох графіках вимірюєть-
ся у відсотках до початкового моменту (1992 р.)

Задача апроксимації та диференціювання таблично заданої
функції грошової емісії m(t) розв’язується на основі кубічного ін-
терполяційного сплайну. Статистичні значення основних параме-
трів ММ (4.30) наведено у табл. 4.1.

Криві ілюструють схожу динаміку зміни, однак характерна рі-
зниця після 1999 року, коли розв’язок стрімко перевищує реаль-
ний індекс цін. У період від 1992—1999 рр. ВВП України змен-
шився на 60 %. Виходячи з цього і впливу динаміки ВВП на
рівень інфляції параметр d  фіксованим протягом 14 років бути
не може. Більше того, він може набувати від’ємних значень,
оскільки у кожний наступний момент рівноваги (грудень кожно-
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го року) ВВП зменшується за постійного іноді навіть прогресую-
чого збільшення обсягів емісійної готівки.

Таким чином, повинна виконуватись умова ( )tmpd /2<  або
0/ <ξ= pIMd . Остання нерівність виконується, коли 0<ξ , оскі-

льки за своєю економічною природою параметри IpM ,,  набува-
ють лише додатних значень.

Від’ємність параметра ξ  пояснюється станом промисловості
України в перші роки незалежності, коли підприємства за безцінь
виставлялись на продаж, виводились за кордон їх активи, банк-
рутували в умовах конкурентного середовища та під тягарем по-
даткової політики. Все це сприяло не підвищенню інвестиційної
привабливості, як наслідок — підвищенню обсягів ВВП, а навпа-
ки, поглибленню кризи українського виробництва.

Таблиця 4.1
ОСНОВНІ МАКРОЕКОНОМІЧНІ ПОКАЗНИКИ В УКРАЇНІ 1992—2009 рр.*

Період 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

Емісія готівки у %
до попереднього
періоду

— 2974 622 300 148 153 117 133

Грошова маса (М2) 25 482 3216 6846 9023 12448 15432 21714

порівняно з попе-
реднім роком, % 1041,6 1928 667,2 212,9 131,8 137,9 123,9 140,7

Індекс споживчих
цін у % до попе-
реднього періоду

196 4835 991,2 477 180,3 115,9 110,6 122,7

Індекс інфляції у %
до попереднього
періоду

2100 10 256 501 281,7 139,7 110,1 120 119,2

ВВП, млн грн 503,3 1483 12 038 54 520 81 519 93 365 102 593 130 442

Освоєно капіталь-
них інвестицій у
млн грн, у фактич-
них цінах *

866 29 310 228 033 937 816 12 557 12 401 13 958 17 552

Період 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

Емісія готівки у %
до попереднього
періоду

135 151 137 108 127 100 113

                     
* www.ukrstat.gov.ua.
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Закінчення табл. 4.1
Період 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

Грошова маса (М2) 31 544 45 186 34 321 94 855 125 483 193 145 259 413
Порівняно з попе-
реднім роком, % 145,3 143,3 142,4 147,5 132,3 131,1 186,4

Індекс споживчих
цін у % до попе-
реднього періоду

128,2 112 100,8 105,2 109 113,5 109,1

Індекс інфляції у %
до попереднього
періоду

125,8 106,1 99,4 108,2 112,3 110,3 111,6

ВВП, млн грн* 170 070 204 190 225 810 267 344 344 822 424 741 524 946
Освоєно капіталь-
них інвестицій у
млн грн, у фактич-
них цінах

23 629 32 573 37 178 51 011 75 714 93 096

* З 1992—1995 рр., у млрд крб.

В свою чергу гіпотеза про постійність коефіцієнтів 1k  і 2k  є
також хибною. У 1995 р. НБУ почав проводити жорстку грошо-
во-кредитну політику. В той же час темпи падіння виробництва
почали знижуватись, відповідно лаги у грошовій системі і вироб-
ництві також змінились. Отже, необхідно коефіцієнти 1k  і 2k  роз-
глядати як змінні у часі параметри моделі.

На рис. 4.16, 4.17 представлені розв’язки моделі порівняно з
даними Держкомстату. Динаміку зміни параметрів d , 1k  і 2k  на-
ведено в табл. 4.2.

Таблиця 4.2
ДИНАМІКА ЗМІНИ ПАРАМЕТРІВ d, k1, k2

Період 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

d — –0,08 –0,3 –0,15 –0,18 –0,09 –0,05 0,15
k1

* 100 93,2 86,4 79,6 72,8 66 59,2 52,5
k2

** 0,1 0,165 0,229 0,293 0,357 0,421 0,486 0,55
Період 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

d 0,22 0,1 0,18 0,1 0,22 –0,02 0,08
k1

* 45,7 38,9 32,1 25,3 18,5 11,7 5
k2

** 0,614 0,679 0,743 0,807 0,871 0,936 1
* k1 зменшується лінійно від 100 до 5.
** k2 зростає лінійно від 0,1 до 1
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Рис. 4.16. Динаміка зміни індексу цін в умовах української
економічної дійсності в 1992—2009 рр. у рамках моделі кінетичних
рівнянь (4.30) (крива 1) порівняно з даними Держкомстату України
(крива 2)

Рис. 4.17. Динаміка зміни ВВП в умовах української економічної
дійсності в 1992—2009 рр. у рамках моделі кінетичних рівнянь (4.30)
(крива 1) порівняно з даними Держкомстату України (крива 2)
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Коефіцієнт кореляції для побудованих кривих становить
0,964, що свідчить про тісну динаміку зміни розв’язку з реально
існуючим індексом цін в економіці. Однак в абсолютному вира-
женні існує різниця від 1994 до 2001 рр. Найбільше розходження
припадає на 1996 рік. Об’єктивно це пояснюється неповнотою
факторів інфляції в ММ (4.30). Аналіз структури грошової маси
свідчить про зростання питомої ваги іноземної валюти. Станом
на 1.08.1994 питома вага національної валюти становила 86,5 %,
іноземної валюти — 13,5 %. Вже на 1.01.1995 відповідно 68,6 і
31,4 %. Таким чином, у цей період в Україні іноземна валюта
стає найпривабливішим засобом зберігання грошей. Протягом
1995 року зростає обсяг витрат населення на купівлю іноземної
валюти:

• перший квартал — 16,8 трлн крб.;
• другий квартал — 32,86 трлн крб.;
• третій квартал — 56,60 трлн крб.;
• за дев’ять місяців 1995 р. — 109,30 трлн крб.
Паралельно відбувається збільшення розміщення коштів за

межами України. Якщо станом на 1.01.1995 залишок зазначених
валютних коштів становив 23 573,9 тис. дол. США, то на
1.07.1995 ці суми зросли до 62 297,1 тис. дол. США.

Підвищення попиту на вільно конвертовану валюту сприяє
зростанню валютних курсів, підвищенню інфляційних очікувань,
викликає недовіру до національних грошей і на кінець підвищує
швидкість обігу грошей. Зростання швидкості грошей за рівнян-
ням Фішера (4.23) при спадаючому валовому продукті веде до
зростання індексу цін .p  Побудова кінетичної моделі інфляції на
базі модифікованого закону Фішера

( )MdkMgpY ⋅+= ,

де p  — рівень цін; Y  — ВВП; Mg  — маса національної валю-
ти; Md  — маса іноземної валюти в обігу (долари США); k  —
обмінний курс; V  — швидкість обігу грошей, вирішує про-
блему врахування впливу коливань валютних курсів на інф-
ляцію.

Коефіцієнт кореляції для графіків становить ВВП 0,995. Ре-
зультати, зображені на рис. 4.16, 4.17, дозволяють стверджувати
про значну адекватність ММ (4.30) реально існуючим в українсь-
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кому суспільстві процесам і явищам як у виробничій, так і в інф-
ляційній сферах.

Виходячи з отриманих результатів прогнозоване значення ін-
фляції на кінець 2010 р. становить 19,5 %.

Всеосяжний і глибокий теоретичний аналіз проблеми ін-
фляції з метою вивчення її механізму неможливий без засто-
сування математичного моделювання — багатоваріантних чис-
лових розрахунків рівнянь динаміки інфляційного проце-
су. Велика різноманітність факторів і передумов появи інфля-
ції та спектр цілей моделювання сприяють створенню адекват-
них ММ та їх комп’ютерному дослідженню як єдино можливо-
го способу пізнання економічної дійсності, передбачення нас-
лідків реалій економіки. При цьому ставиться за мету забезпе-
чення дієвої антиінфляційної політики та управління інфля-
ційними процесами, також враховувати темп інфляції як важ-
ливого макроекономічного фактора, у ході розробки еконо-
мічних планів.

Розроблено математичну модель динаміки інфляційного про-
цесу в українській економіці. Дослідження ММ засобами якісно-
го і числового аналізу показало адекватне відтворення реально
існуючого в суспільстві процесу інфляції. Таким чином, комп’ю-
терне моделювання на підґрунті зазначеної ММ дає підстави для
достовірного короткострокового горизонту прогнозування розви-
тку подій.

Звісно, для належного моделювання й адекватності моде-
лі інфляційній дійсності недостатньо оперувати емісією готів-
ки і темпами виробництва. Необхідним є урахування інших та-
ких факторів впливу на інфляцію, як інфляцію витрат, долари-
зацію економіки, тіньову частку, інфляційні очікування, сезон-
ність, політичні ризики тощо. Додаткового дослідження потре-
бують визначення кінетичних коефіцієнтів, впливовість на них
трансформаційних процесів перехідної економіки. Потребує
розширення математичне рівняння приросту валового внутріш-
нього продукту, що являє собою предмет самостійного дослі-
дження.

Дана праця, на наш погляд, сприятиме становленню неліній-
ної теорії динаміки інфляційних процесів, окремим чином елеме-
нти якої досить виразно виявлялись в умовах української дійс-
ності.
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Математичні додатки

І. Стійкість особливої точки ( ) dmtmp −+=11 , ( )
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( )

2
1

4

2

21
2

21
21

2
m

dmkkkk
kk +

+−
+−−=λ .

Від’ємність першого кореня очевидна. Нерівність 02 >λ  після
піднесення до квадрату і спрощення матиме вигляд:

1
1

>
+ m
dm  або mdm +<1 . Очевидно, при 10 << d  і 0>m , другий

корінь є від’ємним. Отже, особлива точка за даних умов є абсо-
лютною стійкою при ∞→t .

ІІ. Знаходження розв’язку рівняння (4.32)
У загальному випадку рівняння (4.32) є лінійним неоднорід-

ним диференційним рівнянням. Його розв’язок у випадку разової
емісії ( constm − ) дістанемо методом варіації сталої

( ) ( )mkkpppmk
dt
pd +=+′⇒−+= 1~~~1
~

111 .

Для однорідного рівняння справедливим буде таке:

1111 ln~ln
~

0~~ Ctkpdtk
dt
pdkpp +−=⇒−=⇒=+′ , або tkeCp 1

1
~ −= . Ура-

ховуючи ( )tCC 11 =  і підставляючи в (4.32), матимемо
( ) ( ) ( ) ( )mketCketCketC tktktk +=+−′ −−− 1111111

111 , ( ) ( )mketC tk +=′ − 111
1 , тоді

( ) ( ) ( ) ( ) 2111
1111 11 CemdtemetCketC tktktktk ++=+−′ ∫−− .

Загальний розв’язок неоднорідного рівняння (4.32) матиме ви-
гляд ( ) tkeCmtp 1

21~ −++= . Ураховуючи початкову умову ( ) 10~ =p ,
одержуємо одну з інтегральних кривих ( ) ( )tkemtp 111~ −−+= , тобто
рівняння (4.33).

Для визначення величини інфляції скористаємось тим, що

dt
dp

p
1=π , тоді у нашому випадку ( )tk

tk

em
mek

1

1

11
1

−+
=π

−

.

ІІІ. Знаходження розв’язку лінійного неоднорідного дифе-
ренціального рівняння (4.35)

Розглянемо перетворення (4.35):
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ІV. Знаходження розв’язку лінійного неоднорідного дифе-
ренційного рівняння (4.37)
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4.5. Інтерактивна нелінійна динаміка макроекономіки

Стосовно складових або елементів економіки склалась
думка [20, 43, 85] про складний динамічний, нелінійний, стохастич-
ний характер їх взаємодії і взаємовпливу, чим зумовлена потреба у
розробці і застосуванні моделей нелінійної динаміки економіки,
ураховуючи перманентний характер її глибокої трансформації.

Математичне моделювання економіки якраз дозволяє не тіль-
ки відійти від констатації цього незаперечного факту, але розгля-
дати ключові сценарії поведінки економічної системи у широко-
му діапазоні умов, не виключаючи експериментальні режими
функціонування.

Таким чином, на підґрунті комп’ютерного моделювання
з’являється можливість передбачати хід тих чи інших подій,
якоюсь мірою керувати розвитком певних процесів. Заздалегідь
бути готовим до них, але для здійснення обчислювального експе-
рименту в економіці треба володіти відповідними математични-
ми моделями. Більш того, треба вміти їх будувати. На жаль, цьо-
го поки що не спостерігається в економічній літературі, хоча
існує в техніці, інших сферах природознавства, що, безумовно,
має слугувати як надихаючий приклад.
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Синергетика дедалі більше претендує на роль світогляду в су-
часній економіці. Для уникнення синергетичної риторики чи реф-
лексії в середовищі економістів відчувається не тільки нестача
успішно працюючих ММ, але й бракує також результатів комп’ю-
терного моделювання та їх обговорення на сторінках наукових
видань, а також економічного тлумачення одержаних числових
результатів. Усе ще істотно превалює, на жаль, вербальний хара-
ктер робіт з економічного моделювання.

Економетричне моделювання принципово (завдяки передумо-
ві існування статистичної сукупності) на даний час не може від-
творювати адекватно динаміку економічного стану. Звертаючи
свій погляд на природознавство і техніку, вихід зі скрутного ста-
новища вбачається тільки у використанні диференціальних рів-
нянь (спочатку звичайних, що відповідатиме зосередженим си-
стемам, а потім у частинних похідних — розподіленим систе-
мам), які спроможні описати сценарії динаміки економічних по-
дій у просторовому вимірі.

Однією з кількох відомих у літературі ММ на зразок зосере-
джених (скупчених), що описує динаміку економічного стану в
часі, є синергетична модель [123], згідно з якою економічна ево-
люція описується безрозмірною системою звичайних диференці-
альних рівнянь (ЗДР) 1-го порядку

⎪
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e

(4.39)

де залежна змінна Q  — платоспроможний попит населення; F  —
виробнича функція суспільства; р — умовна ціна ( U

Pp =  являє
собою відношення дійсної ціни P  до ліквідних коштів U ); пара-
метр ep  відображає рівень купівельної спроможності членів су-
спільства і виступає керуючим; коефіцієнти 1, <<δσ  досить малі
числа (характерний час змін попиту значно перевищує аналогічний
чинник для виробничої функції та ціни); величини 

•
Q , 

•
F , 

•
p  —

швидкості (перша похідна за часом t  — незалежній змінній) змі-
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нюваності платоспроможного попиту, виробничої функції й умов-
ної ціни — координат економічного простору.

Нехтуючи лівою частиною відповідно другого і третього рів-
няння синергетичної моделі (4.39), було встановлено [123] аналі-
тичні співвідношення

21 Q
QpF e
+

= •  та 
21 Q

pp e

+
= , тобто ( ).pQF = (4.40)

Таким чином, зростання платоспроможного попиту сприяє
збільшенню виробничої функції та зменшенню умовної ціни ниж-
че рівня купівельної спроможності.

Також було записано функцію )1ln(
22

2
2

QpQV e +−= •  так зва-

ного ефективного потенціалу, що відповідає основному рівнян-

ню 
Q
VQ
∂
∂−=

•
 економічної еволюції. Для малих значень керуючо-

го параметра ep  функція )(QV  є зростаючою, має екстремум в
точці 00 =Q , що відповідає низькопродуктивному економічному
стану (в суспільстві переважає бідне населення). Для випадку

00 ≠Q , що досягається зростанням ep , має місце високопродук-
тивний стан (наявність середнього класу).

Постановка проблеми і спосіб її розв’язання. На відміну від
викладеного в економічній літературі, де вивчалась еволюція
економіки в часовому вимірі, наша увага зосереджується на нелі-
нійній динаміці взаємовпливів економічних факторів. Пропонує-
мо розглядати так звані площинні нелінійні моделі, котрі відобра-
жають взаємозв’язки двох економічних факторів з третім, що
виступає як незалежна змінна, тобто він вимушено змінюється.
Саме така ситуація найбільш принагідна реально: зі зміною одно-
го економічного показника, якого характеру відбуватимуться
зрушення в інших факторах? Який рівень взаємовпливу між ха-
рактеристиками економічного стану?

Згадувані нелінійні площинні ММ випливають з системи ди-
ференціальних рівнянь (4.39). Над ними пропонується провести
широкомасштабний (багатоваріантний і детальний) обчислюваль-
ний експеримент (ОЕ) — здійснити числове інтегрування систем
ЗДР за умов різноманітних коефіцієнтів моделей і початкових
умов тощо.
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Запропонований нижче підхід до вивчення деяких проблем
динаміки еволюційної економіки є новим методом у нелінійному
економічному аналізі, який принципово відрізняється від поши-
реного в середовищі економістів підходу.

Таким чином, увага економічного загалу акцентується на не-
лінійній динаміці економічного стану і привертається вона до но-
вітнього інструменту дослідження проблеми, яким зумовлено
майбутнє у вивченні економіки.

Виклад основного матеріалу. Доповнюючи попередні ре-
зультати, скористаємося теоремою Тихонова, яка стверджує [154]
таке: розв’язанню системи ЗДР 1-го порядку в нормальній формі,
де біля частки похідних стоїть малий параметр, відповідає
розв’язання мішаної системи алгебраїчних, прирівнявши до нуля
малий параметр, і диференціальних рівнянь. У нашому випадку
це означатиме пропозицію розглядати нелінійне ЗДР

21 Q
QpQQ e
+

+−= •

•
(4.41)

замість системи рівнянь (4.39). Така редукція синергетичної мо-
делі цілком виправдана для деякого часового інтервалу.

Чому варто розглядати рівняння (4.41)? Наглядним тлумачен-
ням теореми Тихонова є скупчення транспорту на вулиці (так
звана міська пробка), де рух вкрай сповільнений, але все ж таки
він відбувається (надто довготривалої стоянки нема).

Результати числового інтегрування нелінійного рівняння
(4.41) за початкових умов 00 =Q  і 10 =Q  наведено на рис. 4.18 і
4.19. Інтегральні криві відображають змінюваність платоспромож-
ного попиту з часом для [ ]2;0∈t  і різних значеннях керуючого
параметра ep .

Привертає увагу таке: якщо для початкової умови 1,0)0( =y  і

3
4=

e
p  інтегральна крива практично лінійно зростає на [0; 1] до

137,0)1( =y , тобто незначно підвищується, то для 1)0( =y  графік
квазілінійно убуває до 783,0)1( =y ; для 4=ep  спостерігається
зростання від 1,0)0( =y  до 964,0)1( =y  і від 1)0( =y  до 563,1)1( =y ,
але при цьому змінюється характер поведінки кривої від вогнуто-
сті при 1,0)0( =y  до опуклості при 1)0( =y . Варто зазначити, що
для 2=ep  і 1)0( =y  числовий розв’язок не одержано.
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Рис. 4.18. Змінюваність у часі попиту Q
для низькопродуктивного стану економіки залежно від величини pe
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Рис. 4.19. Змінюваність з часом попиту Q
для високопродуктивного стану економіки залежно

від керуючого параметра pe
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У праці [123] висловлено думку, що система рівнянь (4.39)
належить до відомої моделі Лоренца. Дійсно, має місце симет-
ричність: одночасна заміна знаку в змінних FQ,  і p  не змі-
нює системи рівнянь. Виконується умова дисипативності: об’єм
W  фазового простору деформується за формулою

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

δ
+

σ
+−= •• tWtW )111(exp)0()( , де вираз у круглих дужках є ди-

вергенція 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

•••

p
p

F
F

Q
Q  фазового потоку. Заміною змінних

Qx = , Fy =  і ppz e −=  і спеціальним вибором безрозмірного
часу t  у τ⋅σ=t  система рівнянь (4.39) набуває вигляду моделі
Лоренца, а саме:

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

δ
σ+

δ
σ−=

−+−=

σ+σ−=

•

•

•

,)()(

;

;

xyzz

xzxpyy

yxx

e

структура якої в точності збігається, але має місце відмінність у

коефіцієнті 
δ
σ  біля доданку xy  третього рівняння (при цьому

epr =  і ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

δ
σ=b ).

Таким чином, маємо ще одне, нове (у сфері економіки), вико-
ристання відомої моделі Лоренца, крім вже відомих застосувань
у фізиці лазерів, електроніці тощо.

Дещо з результатів широкомасштабного обчислювального
експерименту над ММ (4.39) економічної структури суспільства
наведено на рис. 4.20 і 4.21.

На кожному з них відповідно для векторів початкових умов
T]1;1;0[  і T]1;1;1[  при 4=ep , 10

1σ =  і 100
1δ =  для ]2;0[∈t  розта-

шовано інтегральні криві ,)( 2,kZtQ ≡  3,)( kZtF ≡  і 4,)( kZtp ≡ , якими
відображається розвиток у часі платоспроможного попиту населен-
ня, виробничої функції суспільства та діючої в ньому умовної ціни.
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Рис. 4.20. Криві попиту 2,kZ ; виробничої функції 3,kZ
і умовної ціни 4,kZ  на підґрунті ММ (3.69)
для вектора T]1;1;0[ початкової умови
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Рис. 4.21. Інтегральні криві ММ (4.39) для T]1;1;1[



Ю. В. Коляда250

В обох випадках еволюція подій якісно однакова: для низько-
продуктивного економічного стану спостерігається неухильне і
незначне зростання попиту; спочатку деякий спад (до точки

2,0=t ) виробничої функції, а потім її повільне монотонне зрос-
тання, нарешті — стрибок ціни (майже в чотири рази) і подальше
уповільнене падіння, близьке до стабілізації на рівні 1,8.

Для високопродуктивного економічного стану ( 00 ≠Q ) спо-
стерігаються відмінності у числових даних — попит зростає
майже у 2,5 раза, виробнича функція лишається на рівні 2,7, а ціна
досягає піку 0,2≈p  при 05,0≈t  і дуже швидко падає до рівня 1,2.

Виклад основних результатів. Якщо друге і третє рівняння
системи (4.39) розділити на перше, то матимемо так звану пло-
щинну математичну модель

⎪
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δ⎟
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⎜
⎝

⎛

+−

−−
=

σ⎟
⎟
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⎞
⎜
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⎝

⎛

+−
+−=

,1)(

1

FQ
QFpp

dQ
dp

FQ
QpF

dQ
dF

e

(4.42)

яка описує нелінійні залежності виробничої функції та умовної
ціни від платоспроможного попиту [ Q  виступає незалежною
змінною, розглядаються функції )(QF  і )(Qp ]. Чисельне інтегру-
вання рівнянь ММ (4.42) на інтервалі ]4;0[∈Q  має дати відпо-
відь на питання щодо характеру поведінки функцій )(QF  і )(Qp
через дію умови, що платоспроможний попит зростатиме в чоти-
ри рази. Іншими словами, чи варто сприяти збільшенню величи-
ни Q  і як це позначиться на інших економічних факторах?

Результат числового моделювання на прикладі ММ (4.44) для

10
1σ = , 100

1=δ , 3
4=ep  і ]4;0[∈Q  наведено на рис. 4.22. Еко-

номічну систему обов’язково і дуже швидко спіткає занепад і ціл-
ковита розруха: виробнича функція ><2Z  якийсь час тримаєть-
ся(протягом 3

2  одиниць від наявного рівня попиту), а потім за
подальшого зростання попиту катастрофічно падає. З падінням
виробничої функції різко підвищиться умовна ціна ><3Z  у разі
зростання попиту, що цілком логічно.
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Рис. 4.22. Графіки залежності ><= 2)( ZQF  і ><= 3)( ZQp

Слід зауважити, що за інших числових значень параметра ep
не вдалось чисельно інтегрувати рівняння ММ через їхню жорст-
кість, навіть використовуючи спеціальні числові методи.

Діленням першого і третього рівняння системи (4.39) на друге
її рівняння матимемо ММ

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−
−−

δ
σ=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−
+−σ=

,
QpF

QFpp
dF
dp

QpF
FQ

dF
dQ

e

(4.43)

якою описують нелінійні залежності платоспроможного попиту
населення та умовної ціни від змінюваності виробничої функції.

Отже, величина F  є незалежна змінна і будуть розглянені фу-
нкції ( )FQ  і ( )Fp , причому ]2;1[∈F , адже виробнича функція су-
спільства зростає на десятки процентів у найкращому варіанті (як
правило, у межах 20 %). Результати числового дослідження ММ
(4.43) наведено на рис. 4.23: а) — інтегральні криві для 10

1σ = ,
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100
1=δ , 3

4=ep  і початкової умови T]1;0[ ; тобто низькопродук-
тивного економічного стану; б) — для T]1;1[ , тобто високопродук-
тивного стану.
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Рис. 4.23а. Графіки функцій Q(F) та p(F) (інтегральні криві)
для низькопродуктивного економічного стану
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Рис. 4.23б. Графіки функцій Q(F)
і p(F) (інтегральні криві і фазовий опис)

для високопродуктивного стану економіки
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Поділивши перше і друге рівняння системи (4.39) на третє,
доходимо до ММ
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якою встановлюють нелінійні зв’язки платоспроможного попиту на-
селення і виробничої функції суспільства за наявною умовною ціною,
тобто величина p  є незалежна змінна, і розглядають функції ( )pQ  і

)( pF , причому остання з них вперше фігурує в економічному аналізі.
Інтервали змінюваності незалежної змінної мають бути

]2;1[∈p , коли ціни в суспільстві підвищуються помірно, і ]10;1[∈p
через значне зростання, причому в окремих випадках правий кінець
відрізка може набувати і більшого значення, коли ціни галопують.

Деякі результати обчислювального експерименту над ММ
(4.44) для 10

1=δ , 100
1=δ , 3

4=ep  і 4 та ]2;1[∈p  і ]10;1[∈p  за
початкової умови T]1;1[  наведено нижче: на рис. 4.24а), б), в)) —
інтегральні криві попиту )( pQ  і виробничої функції )( pF ; на
4.25а), б), в)) — фазові описи.
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Рис. 4.24а. Інтегральні криві попиту Z<2> і виробничої Z<3>

як функції ціни Z<1> при 3
4=ep  для p ∈  [1; 2]
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Рис. 4.24б. Інтегральні криві попиту Q(p) = Z<2>

і виробничої F(p) = Z<3> при 4=ep  для p ∈  [1; 2]
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Рис. 4.24в. Інтегральні криві попиту Q(p) = Z<2>

і виробничої F(p) = Z<3> при 4=ep  для p ∈  [1; 10]
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Рис. 4.25а. Фазовий опис у координатах виробничої функції Z<3>

і попит Z<2> при 3
4=ep  для p ∈  [1; 2]
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Рис. 4.25б. Фазовий опис для кривих Q(p)
і F(p) при 4=ep  для p ∈  [1; 2]
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Рис. 4.25в. Фазовий опис для кривих Q(p)
і F(p) при 4=ep  для p ∈  [1; 10]

Тлумачення результатів комп’ютерного моделювання. В усіх
трьох варіантах а), б), в) через вимушене зростання ціни інтегра-
льна крива попиту практично залишається сталою, при цьому
графік виробничої функції незначно падає (до 0,96) для 3

4=ep ,
але зростає (до 1,04) як опукла вниз функція для 4=ep  за дво-
кратного зростання ціни.

При значному (на порядок) підвищення ціни і 3
4=ep  вироб-

нича функція є спадною (до 0,2) за умов сталості )( pQ , але еко-
номічна система деградує вже для 5,2≈p  при 4=ep .

Якого характеру спостерігається нелінійні взаємовпливи між
економічними факторами, що фігурують у ММ (4.42)—(4.44)?
Відповіді надають фазові описи на рис. 4.25а—4.25в, які засвід-
чують таке: рис. 4.25а відображає тенденцію малозначущого по-
питу за зменшення значень виробничої функції для 3

4=ep ; рис.
4.25б вказує на тенденцію підвищення попиту зі збільшенням ви-
робничої функції для невеликого (до двох разів) зростання умов-
ної ціни.
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Для випадку значної інфляції (в 10 разів) при 4=ep  фазовий
опис рис. 4.25в засвідчує тезу про незначне збільшення попиту у
разі падіння рівня виробничої функції.

Отже, досліджено нелінійні взаємозв’язки і взаємовпливи та-
ких важливих економічних факторів, як платоспроможний попит
населення, виробничі сили суспільства і ціни. Підґрунтям дослі-
дження виступають математичні моделі та їх числовий аналіз.

Вперше кількісним способом вивчається динаміка нелінійних
взаємозв’язків між економічними факторами, скориставшись об-
числювальним експериментом, де як математична модель фігу-
рує система звичайних диференціальних рівнянь з початковою
умовою — стартовою для розвитку економічного процесу. Також
досліджуються нелінійні взаємовпливи між показниками еконо-
міки. Раніше ці проблеми дискутувались економічною спільно-
тою головно вербально, у кращому разі з використанням економе-
тричного підходу, який принципово різниться від викладеного в
монографії, оскільки вимагає наявності статистичної сукупності.

Подальше вивчення проблем нелінійної динаміки макроеко-
номіки, на наш погляд, потребує кількісного з’ясування ролі:
а) початкових (стартових) умов розвитку економічного процесу;
б) числових коефіцієнтів σ  і δ  ММ; в) вибору керуючого пара-
метра ep , котрим відтворюється купівельна спроможність членів
суспільства.

Слід з’ясувати межі змінюваності коефіцієнтів ММ, щоб уник-
нути хаотичного або близького до нього процесу розвитку подій.

У новітньому економічному аналізі світ нелінійних залежнос-
тей, якому органічно притаманна неоднозначність або багатова-
ріантність розвитку подій, тільки починає досліджуватись.

4.6. Апостеріорне визначення деяких факторів економіки
на підґрунті моделювання

Нижче вказано формули обчислення темпу зростання
економіки держави в цілому для неперервного і дискретного спо-
собу опису економічного стану, беручи до уваги частку внеску
кожної галузі виробництва. Встановлено закон змінюваності у
часі економічного фактора залежно від його еластичності.
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4.6.1. Визначення темпу еволюції економічної
структури суспільства

Традиційно поняття темпу η визначається на прикладі
окремо взятої галузі суспільного виробництва — однієї зі складо-
вих економіки держави [15].

Будучи надскладною системою, економіка держави являє со-
бою гармонічну сукупність багатьох різнорідних галузей госпо-
дарства, яким притаманні різні життєві (часові) цикли свого фун-
кціонування. Це добре знане явище швидкоплинних і повільних
процесів економіки, в якій настають події, а взаємозв’язки і взає-
мовпливи між ними відбуваються з різними за абсолютною вели-
чиною швидкостями.

При цьому мають місце полярні (додатні та від’ємні) зворотні
зв’язки між елементами і складовими економічної системи. Зро-
зуміло, що в описаному випадку, реально досить поширеному,
спостерігається різний внесок в економіку її складовими. Струк-
тура утворюваного в результаті виробничої діяльності економіч-
ного цілого завжди викликає інтерес.

Між іншим, проблема швидкоплинних і повільних змінних
особливим чином виявилась у зв’язку з синергетичним дослі-
дженням економіки, вона суттєво позначується на результатах
математичного моделювання економіки.

В економічній літературі відсутні системні оцінки еволюції
економіки суспільства, цебто стосовно темпу розвитку економіч-
ної системи загалом. Зазвичай у теоретичній і прикладній еконо-
міці поняття темпу економічного фактора вживається до окремо
взятої галузі виробництва — моногенної складової економіки.
Але економічна структура суспільства є гетерогенна — її стано-
вить низка напрямів виробничої діяльності, наприклад, важка і
легка промисловість, сільське господарство тощо. Таким чином,
цілком природно з’являється потреба такого способу оцінювання
розвитку економіки, за якого відображався б цілісний характер
економічної еволюції.

Оскільки має місце різний внесок галузей у загальнонаціона-
льну економіку, то постає цілком слушне запитання: яким тем-
пом свого розвитку володіє економічна структура суспільства?
Таким чином, постає нагальна потреба мати спосіб обчислення
темпу η еволюції економіки держави.
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Наша мета полягає в тому, щоб вказати спосіб отримання сис-
темної оцінки темпу функціонування економіки в цілому, через її
складові, ураховуючи частку внеску кожної компоненти еконо-
мічного процесу, і записати відповідні формули, беручи до уваги
неперервний і дискретний опис економічного стану.

Попередньо зазначимо за Великим економічним словником
таке поняття, як «темп η» являє собою ступінь швидкості вико-
нання справи в процесі чого-небудь [15].

Темп приросту є відношення абсолютного приросту фактора
до рівня показника, взятого за основу порівняння. Зазвичай, темп
приросту розраховується як відношення кожного абсолютного
приросту фактора до попереднього його рівня. Згідно з тлума-
ченням з Економічно-математичного енциклопедичного словни-

ка [175] формула темпу приросту записується 
1

1

−

−−=δ
t

tt
t

y
yy .

Темп приросту є відношення величини економічного фактора
у даний час до його величини за попередній такий же час або до
величини за деякий інший час, взятий за базу порівняння. Фор-
мула темпу приросту матиме вигляд 1/ −= ttt yyT .

Зв’язок між зазначеними вище поняттями задано формулою
1−=δ tt T .

Темп економічного зростання являє собою найбільш загаль-
ний показник, яким характеризується економічна динаміка. Хоча
саме ним найчастіше кваліфікується національна економіка, але
при цьому не відображається якість економічного розвитку, оскі-
льки не враховується змінюваність структури економіки.

Вважається, що динаміка обсягу N1 виробництва певної галузі
відтворює її стан і всі ті процеси, що в ній відбуваються. Величи-
на N1 виступає як узагальнена характеристика змінюваності внут-
рішнього стану протягом певного часу t, тоді для одногалузевої
економіки темп її еволюції запишемо у такий спосіб:

dt
dN

N
1

1
1

1=η . (4.45)

Зазначимо, що величина η1 — локальна за змістом; стаціонар-
на, тобто не залежить від t — набуває однакову кількість значень
у будь-який момент часу. Темп цілком визначається тільки функ-
ціональним станом економіки. Він характеризує тенденцію еко-
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номіки: змінюватись у бік занепаду для від’ємного числового
значення темпу; зростати для η > 0 і стагнувати при η = 0. Також
справедлива рівність η(cN) = η(N), зважаючи на (4.45) і власти-
вість виносити сталу с за знак похідної.

Насамкінець наведемо формулу ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
η= ∫

t

t
dttNtN

0

10 exp  зміню-

ваності обсягу створюваного у галузі товару, котра є результатом
інтегрування рівності (4.45).

Тепер нехай криві динаміки обсягів — N1 i N2 виробництва
відтворюють дві галузі однієї економіки з відповідними темпами
η1 і η2 свого зростання.

Як визначити темп еволюції двогалузевої економіки в цілому?
Діючи формально, з урахуванням (4.45) матиме місце таке: логіч-
но покласти N = N1 + N2; тоді справедливе перетворення
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Таким чином, одержуємо результат

2
21

2
1

21

1 η
+

+η
+

=η
NN

N
NN

N , (4.46)

згідно з яким темп розвитку економічної системи загалом є сере-

дньозважене темпів кожної галузі. Співмножники 
21

1
1

NN
NW
+

=  і

21

2
2

NN
NW
+

=  вказують на частку кожної галузі для економіки за-

галом, причому 121 =+WW , тоді вираз (4.46) переписується

∑
=

η=η
2

1i
iiW , (4.46a)

де вектор { }21, WWW =  відтворює економічну структуру суспіль-
ства.
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Формула (4.46) легко узагальнюється для випадку n галузей
виробництва в економіці держави

∑
=

η=η
n

i
iiW

1
, (4.47)

де величина 
∑
=

= n

j
j

i
i

N

NW

1

 — частості, причому ∑
=

=
n

i
iW

1
1; W  вказує

на структуру економічної спільноти. Отже, стан економіки зага-
лом характеризується, а її еволюційні тенденції визначаються не
переліком галузей, а їх структурою і виробничим потенціалом
кожної з них.

Якщо динаміка обсягів виробництва відтворюється в окремо
взяті моменти часу tk (дискретно замість неперервного опису), то
темп зростання визначається, наприклад, так

( )
( )kN

kN
k

1+=η , (4.48)

де N(t) = N(tk) i N(k + 1) = N(tk + 1).
Інтегрування виразу виглядом (4.45) на інтервалі T = tk + 1 – tk

отримаємо вираз ( ) ( ) ( )
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Звідки легко побачити, що для дискретного опису економіки її
темп ηk > 1 у випадку зростання, ηk < 1 — для тенденції занепаду
і ηk = 1 у разі стагнації.

Насамкінець, зазначимо, у чому виявляється апостеріорний
характер обчислення темпу η на підґрунті моделювання. Беручи
до уваги динамічну модель ( )txfx ,=&  економічної системи, у
будь-який момент часу завжди присутня похідна x&  — одна зі
складових формули темпу, а друга її складова x(t) є поточний ре-
зультат комп’ютерного моделювання.

4.6.2. Щомоментне визначення еластичності

На завершення наголосимо на такому. Згідно з [175]
еластичність є числова характеристика відносної змінюваності
однієї з двох взаємопов’язаних величин за фіксованої зміни ін-
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шої. Еластичність виражається відношенням темпів приросту
відповідних величин, а саме: якщо темп приросту величини Y по-
значити E(Y), тобто E(Y) = dY/Y, а темп приросту величини Х че-
рез X(Y) : X(Y) = dX / X, то еластичність Y по X рівна

( ) X
Y

dX
dY

XE
YE ÷=)( .

За визначенням еластичність Et функції y = f(t) описана фор-

мулою 
dt
dy

y
tEt = , де t — незалежна змінна. Таким чином, добуток

t на темп є еластичність. Переписуючи формулу еластичності

y
dy

t
dtEt = ? інтегруванням останнього виразу отримуємо рівність
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exp0 , яка встановлює закон змінюваності в часі

початкової функції ( )tfy =  залежно від еластичності.

Якщо у виразі для кривої Гомперца kta
dt
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⎛ 1ln , де

( )tff = , а і k — сталі величини, урахувати дефініцію еластично-

сті і здійснити такі перетворення: t
dt
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tktaEt lnln +−= ; після операції потенціювання { }ktatEt −= exp ,
то остаточно матимемо kt

t AteE −=  де A = eα. Останній вираз для
еластичності являє собою функцію Ріккера [25], якій за певних
умов властивий стан детермінованого хаосу (відбувається циклі-
чне подвоєння частоти амплітуди).

Одержаний аналітичний результат збігається з думкою [15,
c. 410], що еластичність є здатністю системи поглинати турбулент-
ність (певною мірою не допускати хаосу) або, інакше, спостеріга-
ється стабільність у певних межах. Більше того, стійкість стосу-
ється збереження інформаційних параметрів економічної систе-
ми: для рівноважного стану стійкість засвідчує адаптацію
елементів і коефіцієнтів системи до ендогенно змінюваних умов.
Еластичність відображає потребу у збереженні інформаційних
характеристик.



Ю. В. Коляда264

Отже, вперше в літературі встановлено тенденції економічної
еволюції у вигляді формули: а) темпу зростання економіки як ці-
лого, складовими якої є n виробничих галузей; б) залежності об-
сягу виробництва від темпу економічного фактора; в) змінювано-
сті деякої функції від еластичності. Аналітично показана мож-
ливість еластичності як процесу у часі набути хаотичного стану.

Сформульовано властивості такого економічного показника,
як темп розвитку.

Побудовано вектор W  економічної структури суспільства, ко-
ординати якого відображають внесок кожної галузі виробництва
у загальноекономічний потенціал.

Висновки

В економіко-математичному моделюванні запропоно-
вано кластеризацію різноманітних за змістом ММ, які являють
собою лінійну неоднорідну систему звичайних диференціальних
рівнянь. Такий прийом вигідний у пізнанні адаптивних механіз-
мів економіки, бо відбувається взаємозбагачення досягнутими
результатами стосовно окремо взятої моделі.

Розглянуто сценарії можливої співпраці двох країн (союзів) на
підґрунті м’якого моделювання — якісного аналізу рівнянь ММ.
Розкрито адаптивну природу механізму взаємодії. Альтернатива
доцільної поведінки визначається не стільки стартовими умова-
ми, скільки коефіцієнтами ММ, серед яких визначальними є бо-
ротьба за якість продукції галузі і ступінь міжгалузевих зв’язків.
Очевидно, що партнерство має забезпечувати успішність кожної
сторони (не пригнічувати, а сприяти ефективному співіснуванню
на ринку збуту), бути взаємовигідним.

Оскільки для практики математичного моделювання неліній-
ної економічної динаміки також має місце бар’єр жорсткості рів-
нянь моделі (через наявність швидкоплинних і повільних змін-
них), то для його подолання залучено адаптивну процедуру
числового інтегрування, яка успішно застосовувалась у САПР ін-
тегральної електроніки.

У підрозділі 4.4 розроблено ММ динаміки інфляційного про-
цесу в українській економіці. Дослідження ММ засобами якісно-
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го і числового аналізу показало адекватне відтворення реально
існуючого у суспільстві процесу інфляції. Таким чином, комп’ю-
терне моделювання на підґрунті зазначеної ММ (4.27) дає підста-
ви для достовірного короткострокового горизонту прогнозування
розвитку інфляції.

Використовуючи одну з відомих у літературі скупчених моде-
лей економіки, були встановлені закономірності поведінки з ча-
сом кривих платоспроможного попиту Q, виробничої функції F
та умовної ціни р для низько- і високопродуктивного суспільства.
Моделювалась інтерактивна динаміка факторів економічної си-
стеми (зі зміною в характері одного відбувається зрушення в ін-
ших двох) за допомогою площинних ММ в координатах: (Q(p),
F(p)); (Q(F), p(F)); (F(Q), p(Q)). Варто підкреслити, що коли за-
лежності Q(p) чи p(Q) традиційно фігурують в економічному
аналізі, то інші розглядаються вперше.

В кінці розділу наведено формули обчислення темпу зростан-
ня економіки суспільства загалом для неперервного і дискретного
способу опису економічного стану, беручи до уваги частку внеску
кожної галузі виробництва. Установлено закон змінюваності з ча-
сом економічного фактора залежно від його еластичності.



Розділ 5

ÂÈÁ²Ð ÒÐÀªÊÒÎÐ²É ÍÅË²Í²ÉÍÎ¯
ÅÊÎÍÎÌ²×ÍÎ¯ ÄÈÍÀÌ²ÊÈ

 огляду на незаперечний факт свідомого і якомога
кращого облаштування живої природи та раціональ-
ної доцільності всього сущого ідея оптимальності

є однією з головних у теорії систем.
Пізнання процесів оптимізації стало предметом досліджень

багатьох наукових дисциплін і напрямів. В економіці — одній з
трьох [81] форм соціально-економічних процесів, котра об’єд-
нує в єдине ціле і розрізнені виробництва, і обмін різноманіт-
ними товарами і послугами. Наприклад, практика економічних
досліджень насичена лінійним програмуванням. Але економіка
визначається як різновид динамічної системи, еволюція якої
вимагає якомога ефективнішого керування у досягненні відпо-
відних цілей.

Ефективне управління економічною системою (за суттю, при-
йняття низки рішень щодо можливого шляху розвитку) належить
до числа важливих проблем економічної динаміки, котрими за-
безпечується раціоналізація структури економіки, підтримка її
розвитку, реалізація мети, взагалі кажучи, здійснення низки ці-
льових програм функціонування економіки.

На шляху постановки і розв’язання оптимізаційних задач мо-
делювання нелінійної економічної динаміки мають місце об’єк-
тивні труднощі:

1) нестійкість математичних моделей і числових методів їх
розв’язання;

2) наближений характер цілей і можлива їхня змінюваність;
3) часткове і не зовсім вдале урахування онтологічно існую-

чих обмежень;
4) математичне моделювання економічних систем як великих,

так і надскладних є досить ускладненим, носить приблизний ха-
рактер і не завжди забезпечує прийнятну точність.

У зв’язку з нагальними проблемами раціонального плануван-
ня й ефективного управління в ринкових умовах, котрим прита-
манна нелінійна динаміка, ідеї оптимальності застосовуються в
економіці, незважаючи на низку труднощів їх поширення на не-
достатньо структуровані динамічні системи.

З
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5.1. Алгоритмізація математичної теорії оптимальних
процесів на прикладі точкової (скупченої) моделі

У попередніх розділах було математично описано деякі
макроекономічні явища і процеси. Оскільки економічна система
неперервно розвивається, то моделі, що претендують на адекват-
не відтворення процесів економіки, також мають бути відповід-
ними, тобто поява точкових моделей — систем звичайних дифе-
ренціальних рівнянь цілком закономірна і навіть правомірна.

Побудовані ММ мають низку параметрів, від числових значень
котрих суттєво міняється поведінка інтегральних кривих — розв’яз-
ків моделей або траєкторії еволюції об’єкта моделювання. Серед
множини альтернативних шляхів, безумовно, знайдеться найкращий
у деякому сенсі, що відповідатиме оптимальному варіанту (набору)
числових коефіцієнтів ММ, беручи до уваги спрощений і приблизний
характер самих моделей. Так як у природі завжди існують якомога
кращі варіанти розвитку, то резонно припустити, що оптимальний
шлях слід шукати на підґрунті ММ з використанням математичної
теорії оптимальних процесів. Цілком логічно, що теорія економічно-
го оптимуму має бути саме динамічною, розвиваючи класичну (перш
за все лінійну) оптимізацію задач розподілу ресурсів і благ.

Оптимальні розв’язки, або траєкторії ММ, нелінійної еконо-
мічної динаміки сприяють умінню передбачати наслідки сьогод-
нішніх рішень для економіки завтрашнього дня, надаючи футу-
рологічні сценарії прийдешнього.

Ґрунтуючись на працях [52, 83, 98, 135, 152], попередньо сфор-
мулюємо основні поняття і фундаментальні теореми математич-
ної теорії оптимальних процесів, орієнтуючись на управління ди-
намічною економічною системою.

Узагальнена задача оптимального керування для неперервної
динамічної системи записується як

( )

( )

( ) [ ]
( ) ( ) ,,0

;,0,

,,

;,,

0

0

T

t

T

xTxxx
TtUtu

tuxf
dt
dx

extrdttux

==
∈∈

=

→ϕ∫

 (5.1)
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де величина x = x(t)<=>x = {{ }i
tx )( }, i = 1, 2, ..., n є вектор економіч-

ного стану розмірності n і називається фазовою траєкторією,
наприклад, національний дохід, фондоозброєність тощо;
u = u(t)<=>u{ { }j

tuu )( }, j = 1, 2, …r є вектор управління (величина
норми накопичення); Ut — обмеження на управління; x0 — почат-
ковий стан, xi(T) = xi1, i = 1, 2, ..., m, m ≤ n відповідає кінцевому
стану (обмеження не для всіх змінних); перший вираз називаєть-
ся функціоналом, який досягає екстремального значення на мно-
жині розв’язків ММ (друга строка), оцінюючи якість процесу.

Вимагається за час Т (Т — горизонт планування) економічну
систему перевести від початкового стану x0 до кінцевого х(Т), ек-
стремізуючи критерій ефективності (функціонал) або, інакше,
треба визначити оптимальний процес (x*(t), u*(t)), для якого ви-
конуються умови (5.1). Функціонал описує процеси економічної
системи.

Якщо ψ(t) — двоїста змінна до x(t), то має місце функція Гамі-
льтона, яка узагальнено записується

( ) ( ) ( )∑
=

ϕ−ψ=ψ
n

i
ii tuxtuxftuxH

1
,,,,,,, , (5.2)

де ( ){ } ( )tuxftuxf i ,,,, =  є вектор-функція, або права частина дифе-
ренціального рівняння (ММ), а другий доданок — підінтегральна
функція виразу для функціонала.

Для функції Гамільтона виконується таке:

( ) ( )ttuttxHttuttxH tVu
),(),(),(max),(),(),( **** ψ=ψ

∈
; (5.3)

( )
)(

**

*

),(),(),(
tx

i

i

x
ttuttxH

dt

d

∂
ψ∂−=

ψ , ( )ni ...,,2,1= (5.4)

Принцип максимуму Понтрягіна сформулюємо у такий спо-
сіб: якщо вектор U*(t) відображає оптимальне керування у моделі
(5.1), функція x*(t), відповідно при u*(t) описує оптимальну траєк-
торію, а інтегральна крива )(tψ=ψ  розрахована для x*(t) і u*(t)
згідно з (5.4) є траєкторія двоїстості змінної, то для [ ]Tt ,0∈∀  ви-
конується рівність (5.3) — оптимальне управління надає екстре-
мального значення функції Гамільтона.
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Зауважимо, що принцип максимуму Понтрягіна надає тільки
необхідну умову існування максимуму, тобто невиконання прин-
ципу засвідчує відсутність максимуму.

Запишемо фундаментальні теореми оптимальності для функ-
ціоналу L більш загального вигляду

( ) ( )( )∫ →+ϕ=
T

dtTxFdttuxL
0

min,, . (5.5)

Якщо права частина x(T) траєкторії процесу фіксована, то дру-
гий доданок F(x(T)) функціонала також стала величина і не впли-
ває на пошук оптимального розв’язку.

Твердження 1 (необхідна умова оптимальності). Якщо для за-
дачі (5.1) існує оптимальний процес ( )(),( ** tutx ), то знайдеться
вектор-функція ( ) ( ){ }tt iψ=ψ , ( )ni ...,,2,1= , для якої виконується:

а) функція Гамільтона досягає максимуму по змінній u для
)(* tx  і ( )tψ  при значенні ( )tu*  і [ ]Tt ,0∈∀  — має місце (5.3);
б) двоїсті змінні ( )tiψ  задовольняють систему диференціаль-

них рівнянь (5.4);
в) при t = T оптимальний розв’язок (траєкторія оптимального

процесу) задовольняє умову трансверсальності

( ) ( ) ( )Tx
x

xFT
ii

*

∂
∂−=ψ  ( )nmmi ,...,2,1 ++= .

Твердження 2 (достатні умови оптимальності). Для задачі
(5.1) з критерієм якості розв’язку у вигляді (5.5) і доповненням
( ) t

xVTx ∈  оптимальність шуканого процесу матиме місце за вико-
нання умов:

а) підінтегральна функція ( )tux ,,ϕ  функціонала випукла по
змінних x і u для [ ]Tt ,0∈∀ ;

б) другий доданок F(x(T)) також випукла функція по змінній х;

в) диференціальні рівняння процесу лінійні += ∑
=

n

j
jij

i xa
dt
dx

1

)(
1

tb
r

k
ik∑

=
+ ;

г) в обмежуючі множини Ut і t
xV  на управління випуклі, але

допускається виродження в одну кінцеву точку ( ) t
xVTx ∈ .
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У наступних двох підрозділах демонструється практичне ви-
користання елементів теорії оптимізації стосовно деяких елемен-
тарних задач економічної динаміки.

5.2. Кероване досягнення траєкторії
найкращого економічного зростання

Для пострадянських держав вкрай важливе значення
має функція соціальної захищеності населення з низки об’єктив-
них причин і обставин, які склались історично. Економіки цих
країн переживають певні труднощі: неефективний капітал і мак-
симальне споживання відповідають нестійкому рівноважному
стану.

Історія економічних взаємовідносин свідчить, що тимчасові
невдачі суспільства й економіки успішно долаються лише самим
населенням країни, тобто за рахунок власних трудових зусиль.
Іноді подолання економічної кризи пов’язують із закордонною
допомогою. Між іншим, кожна із можливостей ліквідації еконо-
мічної невідповідності в суспільстві повинна бути своєчасною,
оперативно діючою. На прикладі математичної моделі неокласи-
чної теорії оптимального зростання враховується запізнення вво-
ду фондів, що цілком природно для реальної економіки.

Макроекономічний стан процесу розширеного відтворення,
припускаючи немиттєве перетворення інвестицій у фонди, опи-
сується [52, 90] неперервною динамічною моделлю Солоу в стан-
дартній формі для абсолютних показників:

Y = I + C;

Y = F(K, L);

( ) 00, KKVKK =+δ−=& ; (5.6)

sVsIV −=& ;
nteLL 0= ,

де перше рівняння — баланс розподілу валового внутрішнього
продукту (ВВП) на інвестиції I = ρY і невиробниче споживання
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C = (1 – ρ)Y; ρ — норма накопичення і 0 < ρ < 1; друге рівнян-
ня — лінійно-однорідна виробнича функція ВВП залежно від ре-
сурсів: К — фонди, L — кількість працюючих; третє рівняння —

динаміка фондів ( K&  — похідна по часу або 
dt
dK ) залежно від зно-

су і вводу фондів; δ — частка вибулих за рік основних виробни-
чих фондів чи коефіцієнт амортизації 0< δ < 1; величина K0 —
початковий стан капіталу; четверте рівняння — динаміка вводу
фондів з урахуванням інвестицій і запізнення у вводі фондів і s
— відповідний коефіцієнт; п’яте рівняння — динаміка трудових
ресурсів, число n ∈  (–1; 1) — річний темп приросту кількості
працюючих, L0 — початковий обсяг наявних трудових ресурсів.

Сукупність числових значень ендогенних змінних Y, I, C, K, V,
L стану економіки в кожен момент часу створюють траєкторії
зростання економічної системи. На множині технологічно допус-
тимих траєкторій розглядаються питання прогнозування резуль-
татів її функціонування, вибору керуючих дій. Традиційні екзо-
генні змінні — коефіцієнти ρ, δ, n, s беруться як постійні.

З використанням відносних показників: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=
L
Kk  — фондоозб-

роєність праці; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=
L
Yy  — середня продуктивність праці; ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=
L
Ii  —

питомі інвестиції (на одного зайнятого); ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=
L
CC  — подушне

споживання; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=υ
L
V  — питоме запізнення фондів і властивостей

неокласичної виробничої функції, модель Солоу набуває вигляду

( ) ( )ndkkdkk +δ==υ+−= ,0, 0
& ;

( ) ( )dskfs +=ξρ+ξυ−=υ ,& ; (5.7)

( ) ( )kfc ρ−= 1 ,

де функція f(k) залежності продуктивності праці від фондоозбро-
єності живої праці є монотонно зростаючою, строго вгнутою.
Математична модель (5.7) теорії економічного зростання, в якій
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враховується лаговий характер інвестицій, переписується в більш
зручній для подальшого розгляду формі:

;υ+−= dkk&

( ) scksf −+ξυ−=υ& . (5.7а)

Відмовляючись від умови ρ = const, сформулюємо динамічну
задачу економічного зростання, в якому керуючим параметром
виступатиме питоме споживання c(t), причому виконується не-
рівність ( ) ( )( )tkftcc ≤≤<0 , де c  — гранично допустима нижня
межа. Управління полягає в тому, щоб за допомогою директив,
змінюючи c(t), на плановому горизонті Т дисконтована ко-
рисність від споживання прагнула до найбільшого значення,
тобто

( )( ) max
0

→∫ − dttcUe
T

rt , (5.8)

де r = p – n > 0 параметр дисконтування; U(c) — функція корис-
ності споживання, стосовно якої виконуються стандартні припу-
щення (додатня U(c) > 0, зростаюча ( ) 0>cU& , з убуваючою грани-
чною корисністю ( ) 0<′′ cU ).

Задача управління полягає в максимізації інтегралу добробуту
(5.8) за умови (5.7а), розв’язок c*(t), k*(t), υ*(t) якої відповідає оп-
тимальним траєкторіям, які знаходять за принципом максимума
Понтрягіна

( ) ( ),,,,,,
2

1
tuxftuxH i

i
i∑

=
ψ=ψ

де ψі(t) — спряжені змінні, вектор x(k, υ), u = c — керуючий па-
раметр, ( )tuxfi ,,  — праві частини диференційних рівнянь (5.7).
Отже, спряжена система звичайних диференційних рівнянь запи-

сується 
i

i

x
H

dt
d

∂
∂−=ψ , )2,1,0( =i . За вибраного допустимого управ-

ління і початкової умови x(0) = x0 однозначно визначається фазо-
ва траєкторія x(t).
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Щоб максимально скористатись одержаним результатом [178],
перепишемо умову (5.7а)

υ+−= dkk&

( ) scksfsd −+υ−υ−=υ& , (5.7б)

яка остаточно набуває вигляду

( ) ( ) ( ) ( ) scksfskdk
dt
d −+υ−+υ+−=υ+ 1 . (5.9)

Далі розглядається задача максимізації інтеграла добробуту за
умови (5.9). Здійснюючи відомі кроки, матимемо:

гамільтоніан записується

( ) ( ) ( ) ( )[ ]υ−+υ+−−ψ+−= )1exp skdscksfrtcUH ;

його максимізація

rtrt escUsecU
c
H ψ=′⇒=ψ−′=
∂
∂ − )(0)( (5.10)

cвідчить, що гранична корисність )(cU ′  питомого споживання
дорівнює тіньовій ціні капіталу ψ , домноженій на величину sert;
також матиме місце

0)(
2

2

<′′=
∂
∂ −rtecu

c
H .

З принципу максимуму витікає два рівняння:

( )[ ]dkfs
k
H −′ψ−=ψ⇔
∂
∂−=ψ && ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]υ−+υ+−−=υ+⇔
ψ∂

∂=υ+ skdscksfkHk
dt
d 1&& .

Із першого рівняння і (5.10) безпосередньо встановлюємо
( )
( )

( ) ( )[ ]rdkfs
cU
cUc +−′
′′
′

−=′ .



Ю. В. Коляда274

Два останні вирази формують систему диференціальних рів-
нянь, дискретизація якої алгоритмом Ейлера дає:

( )[ ]iiiiii dkscksttkk −−∆+=+1 ;

( )
( )

( ) ( )( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+δ−′

′′

′
−∆+=+ pkfs

cu

cu
tcc i

i

i
iii 1 ; (5.11)

( )[ ]iiiii sdt υ−+υ−∆+υ=υ + 11 ,
використовуючи прийом розщеплення процесу числового інтег-
рування. Попереднє (5.11) у загальному вигляді запишемо:

ki + 1 = f1(ki, ci, ni);
ci + 1 = f2(ki, ci); (5.11а)
vi + 1 = f3(υi),

де ni — керуючий параметр підвищення трудових ресурсів у мо-
мент часу ti, оскільки di = ni + δ.

Нерухома точка (c*, k*) знаходиться з умови рівності нулю по-
хідних, тобто

( ) ( ) ( ) **0*0** 1 υ−+υδ+−δ+−=
s

s
s

nk
s

nkfc  і ( )
s

pkf +δ=′ * . (5.12)

Для кваліфікації точки (k*, c*) на фазовій площині обчислю-
ється в ній якобіан

v
f

c
f

k
f

v
f

c
f

k
f

v
f

c
f

k
f

J

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

333

222

111

,

який у підсумку зводиться до відомого [178] визначника другого
порядку

( )( ) ( )
( )

( ) 1
1

11 * tkfs
cU
cU

ttr
sntJ i ∆′′

′′
′

−
∆−∆+

−+δ+∆+= .
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Відмінність полягає лише у множнику s для елемента a21, та-
кож постійна величина перед детермінантом.

Характеристичне рівняння має вигляд 0det2 =+−λ JtrJ ,
де слід матриці trtrJ ∆+= 2 , визначник ( )−∆+= trJ 1det

( )
( )

( ) 2* tkfs
cu
cu ∆′′
′′
′

− . Власні значення визначаються формулами

( )∆+=λ trJ
2
1

1  і ( )∆−=λ trJ
2
1

2 , де величина ( ) JrtJ det42 −=∆ .

Як наслідок, нерухома точка є (k*, c*). До неї веде єдина стійка
траєкторія: початкове k0 і споживання c0 повинні обиратись так,
щоб попадати до неї. Поза цією траєкторією матиме місце про-
їдання капіталу, або голодне споживання.

Правильний вибір величини k0 і с0 завжди проблемний (важко
вцілити на потрібну траекторію). Можливість уникнути зазначе-
них крайнощів виявляється у стабілізації нестійкої динамічної
траєкторії (виході на бажану криву) за допомогою відомого в лі-
тературі OGY-методу.

Розрахункова формула приросту керуючого параметра запи-
сується

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ,4

4

4
2

1

2/1

*
*

*
2

*

2/1

*
*

*
2

2/1

*
*

*
2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
∆−∆

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′′

′′
′

++×

×

∆
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′′

′′
′

++

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′′

′′
′

++∆+

=∆

ii ckkfs
cu
curr

tkkfs
cu
curr

kfs
cu
currt

n

оскільки матриця лінеаризації для випадку, що розглядається (за-
пізнювання вводу фондів), звелась до відомого виразу. Ефект
впливу запізнення позначається появою множника s в останній
формулі.

Процес стабілізації нестійкої траєкторії виявляється у такому:
для початкових значень k0, c0, n0, з рівняння (5.12) знаходимо *

0k  і
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*
0c , далі з (5.11) вираховуємо величини k1 і c1. За допомогою
останньої формули матимемо поправку ∆n1 і нове значення
n1 = n0 + ∆n1 керуючого параметра n. У такий спосіб здійснюється
ітераційний процес в припущенні, що з плином часу числові зна-
чення ki, ci, ni, а також *

0k  і *
0c  стабілізуються на фазовій площині

у координатах (k, c).
Отже, у підрозділі на прикладі моделі Солоу з урахуванням

інвестиційного лагу, що характерно для економіки, розглянута
можливість контролювати утворення хаотичних розв’язків (що-
разу досягати потрібної траєкторії).

5.3. Моделювання оптимального розподілу
капіталовкладень

Встановлення оптимальних пропорцій між споживан-
ням і накопиченням продовжує залишатись актуальним [5, 51, 89,
91, 100], оскільки безпосередньо стосується або зростання добро-
буту членів суспільства (інтегральна оцінка), або сприяє поглиб-
ленню соціальної напруженості. Гострота цієї проблеми особли-
во відчувається в державах пострадянського простору з відомих
причин.

Згадуваним роботам властиве спільне:
1. Питоме (подушне) споживання виступає незалежною змінною

функцією І(с) корисності споживання, яка змінюються з часом.

2. Максимізація інтеграла ∫ −
T

rtdteс
0

)(I  добробуту суспільства (під-

інтегральна функція )(I с  дисконтується при параметрі r ) здійс-
нюється за умов, якими виступає або звичайне диференціальне
рівняння Солоу — основне рівняння керованого об’єкта [5, 51,
91, 100], або система двох ЗДР, що додатково враховує запізню-
вання введення фондів.

3. Умови пункту 2) доповнюються рівнянням швидкості 
dt
dc

зміни керуючого параметра.
4. Шукана оптимальна траєкторія складається з ділянок

розв’язку рівнянь для прямої і спряжених змінних, що встанов-
люється використанням принципу Понтрягіна.
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5. OGY-метод застосовується [70] для досягнення стійкої тра-
єкторії економічного розвитку.

Пункти 1—5 відповідають алгоритму дослідження проблеми
оптимальних пропорцій споживання і накопичення, в якій здійс-
нюється скалярне управління процесом пошуку, тобто з числа
факторів впливу враховується дія одного. У кожній окремо взятій
з числа цитованих праць була встановлена формула чисельних
значень параметра управління, наприклад, темпу зростання тру-
дових ресурсів [89, 90].

Аналітичні результати такого роду стали можливі унаслідок
найменшої розмірності розв’язуваної задачі.

Нижче пропонується системне дослідження проблеми, що ви-
являється в одночасному і сукупному обліку кількох факторів
впливу, що відповідає векторному управлінню процесом пошуку
якнайкращих траєкторій. У такому разі зростає розмірність моде-
льованої задачі, чим передбачається одержання тільки числових
результатів.

Узагальнена, агрегованого типу, модель дослідження оптималь-
ного зростання односекторної відкритої економіки з кінцевим го-
ризонтом Т управління і позитивною нормою r дисконтування
записується:

∫ −
T

rtdteс
0

)(Imax ;

;)( vaknk +++δ−=
•

(5.13)

);()1( kfс ρ−=

с<0  ≤ )(tс  ≤ )(kf  + a ,

де k  — питома фондоозброєність, δ  — рівень амортизації капіта-
лу; n — темп зростання населення; a  — питома величина зовніш-
ньої допомоги; v  — питоме запізнювання фондів; ρ  — норма на-
копичення; s — коефіцієнт запізнювання введення фондів; )(kf  —
виробнича функція. Виконуються початкова 0)0( κκ =  і гранична

TκTκ =)(  > 0 умови.
Рівняння (5.13) утворюють математичну модель складеного

типу, з якої випливають раніше відомі. Наприклад, при а = 0 ма-
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тимемо [70] модель зі скалярним управлінням пошуку стабільної
траєкторії, а за відсутності зовнішньої допомоги і запізнювання
введення фондів має місце задача [5, 100].

Резонно припустити, що функція корисності споживання
с(I , a ) = )(I • залежить як від власне докладених зусиль членів су-

спільства, так і міжнародної допомоги, тоді ММ набуває вигляду

max)(I
0

→•∫ −
T

rtdte ;

;)( vaknk +++δ−=
•

(5.14)

,)()( scksfvnsv −++δ+−=&

оскільки ;)()( ckfkf −=ρ  akftcc +≤≤< )()(0 ,

де k  і v  — змінні стани, а 
−
и  = [ ]*,ca  — вектор управління (знак

* транспонування). Отже, матиме місце векторна задача максимі-
зації функціонала, зміст якої полягає в такому: здійснювати таке
управління, щоб досягались оптимальні траєкторії ),(* tc  ),(* tk

)(* tv , за яких добробут суспільства ставав би максимальним.
Таким чином, має місце задача моделювання динамічного ра-

ціонального управління системою господарювання, за якого фа-
зовими координатами виступають змінні стани k  і v , величина-
ми, що управляють, — змінні с  і а , цільовий функціонал —
інтегральна оцінка добробуту досягає максимального значення.

Згідно з принципом Понтрягіна будується функція Гамільто-
на, яка в нашому випадку записується

,)( 221100 fffH Ψ+Ψ+Ψ=•

де 10 =Ψ , )(I0 •= −rtef ; 11 qe rt−=Ψ , vaknf +++δ−= )(1 ;
,22 qe rt−=Ψ scksfvnsf −++δ+−= )()(2 .

Змінні 21, qq  спряжені до змінних стану, множник rte−  приво-
дить цінності до теперішнього часу.

Відповідно до принципу максимуму оптимальне управління
максимізує функцію Гамільтона, тобто

0)( =
∂
•∂

c
H  і 0)( =

∂
•∂

a
H  або
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)(I10)(I
22 •′⋅=⇒=−

∂
•∂

с
s

qsq
с

(5.15а)

і )(I0)(I)(I
11 •′−=⇒=•′+=

∂
•∂

аа qq
a

. (5.15б)

Таким чином, тіньові вартості власних капіталовкладень і
міжнародної допомоги уздовж оптимальної траєкторії дорівню-
ють частковим граничним корисностям.

Для спряжених змінних визначається система ЗДР за теорією
оптимального управління

)2,1(. =
∂
∂−=

Ψ
i

x
H

dt

d

i

i .

Відповідно до (5.4) у нашому випадку матимемо конкретну си-
стему рівнянь

21
1 )()2( qkfsqn

dt
dq ′−+δ= (5.16а)

21
2 )2( qnsq

dt
dq +δ++−= , (5.16б)

опускаючи очевидні викладення.
Диференціюванням (5.15а) встановлюється вираз

,)(I12

dt
dc

sdt
dq

сс •′′=

підстановкою якого в (5.16б) одержуємо після очевидних пере-
творень рівняння швидкості зміни питомого споживання

c
cdt

dc ⋅
σ

=
)(

1 , (5.17)

де позначено

.
)(I)2()(I

)(I)(
•′+δ++•′

⋅•′′
=σ

са

сс

nss
сc
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Останній вираз є частковою еластичністю граничної корисно-
сті, що характеризує кривизну функції корисності.

Діючи аналогічно, на підставі (5.15б) і (5.16а) встановлюється
рівняння

a
adt

da ⋅
σ

=
)(~

1 (5.18)

швидкості зміни міжнародної допомоги (темп її здійснення), де

прийнято позначення 
)(I)()(I)2(

)(I)(σ~
•′⋅′−•′+δ

•′′
=

сa

аа

kfn
aa , що відпові-

дає частковій еластичності функції корисності.
Рівняння (5.14), (5.17) і (5.18) з початковою умовою 0)0( kk =

визначають траєкторії, серед яких перебувають оптимальні —
такі, що складаються з розв’язків ЗДР для первинних і подвійних
змінних.

Зауваження 1. Нижні індекси виразів )(I •′a  і )(I •′′аа свідчать
про відповідного порядку похідні функції ),(I)(I ас=•  корис-
ності споживання.

Застосування відомого OGY-методу в нашому випадку поля-
гає у такому. Рівняння (5.14), (5.17) і (5.18) утворюють замкнену
систему автономних достатньо гладких ЗДР

),,( µ=
•

zFz (5.19)

де z  — вектор фазового простору; µ  — вектор управління;
)(•F  — вектор-функція правої частини.
Інтегруванням (5.19) за допомогою найпростішої явної схеми

nnn hFzz +=+1  Ейлера, де h  — крок переходу від поточної стадії
n  до наступної )1( +n  і ),( nnn zFF µ= , одержуємо дискретну си-
стему керуючих дій у вигляді зворотного зв’язку.

),(1 nnn zPz µ=+ , (5.20)

тобто матиме місце ітераційний процес, в загальному випадку
нелінійний. Вище передбачається )( nn tzz =  і nµ  є значення век-
тора керуючих параметрів на проміжку [ 1, +nn tt ], компоненти ве-
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личини nµ  становлять темп in  зростання трудових ресурсів і ве-
личина ia  міжнародної допомоги в момент часу it  ∈ [ 1, +nn tt ].

Зауваження 2. Точність подання неперервної задачі (5.19)
дискретною залежить як від величини кроку h  числового ін-
тегрування, так і формули дискретизації (для схеми Ейлера
похибка апроксимації )( 2hO ). Величина h  також виступає
параметром, що впливає на стійкість і збіжність числових
розв’язків.

Зауваження 3. Проблеми переходу від неперервної задачі
(5.19) до її дискретного варіанта (5.20) значною мірою дола-
ються, використовуючи неявні формули числового інтегру-
вання (наприклад, формула Ейлера 11 ++ += nnn hFzz ) і змінну
тривалість кроку nh  інтеграції.

Лінеаризацією відображення (5.20) Пуанкаре в околі *),( 0 µz де
0z  — нерухома точка, а *µ  відповідає *),0(*0 µ= zz , отримуємо

лінійну систему

nnn BUAyy +=+1 , (5.21)

де 
z

zPA
∂

µ∂= *),( 0  і 
µ∂
µ∂= *),( 0zPB  матриці Якобі; ,0zzy nn −=

.*µ−µ= nnU
Стабілізуюче управління для лінійного зворотного зв’язку

(5.21) досягається таким вибором стану управління nn CyU −=  і
матриці C , щоб послідовні наближення відображали шукану
стійку траєкторію.

nn yBCAy )(1 −=+ . (5.22)

Це стає можливим за умови, що спектр власних значень мат-
риці )( BCA −  розташований у крузі з радіусом 1.

Зауваження 4. Матриці A  і B  формуються чисельно. Для за-
стосовності описаного алгоритму необхідно також знати вла-
сні значення і власні вектори, чим вказуються стійка і нестій-
ка многостатність нерухомої точки відображення Пуанкаре.
Тоді траєкторія коригується на кожній ітерації у бік стійкої
многостатності нерухомої точки.
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Велика проблема — вибір початкової точки стабілізаційного
процесу.

Таким чином, стабілізація нерухомої точки відображення Пу-
анкаре (5.20) і граничного циклу системи ЗДР (5.19) досягається
в ньому малими діями, що управляють в дискретні моменти часу.

Отже, для запропонованої узагальненої моделі неокласичної
теорії оптимального економічного розвитку, що враховує систем-
но темп використання робочої сили, рівень міжнародної допомо-
ги, запізнювання введення фондів, розглянуто стабілізацію траєк-
торії якнайкращого зростання за допомогою OGY-методу —
процесу послідовних наближень (простої ітерації). У прикладній
економіці у ході моделювання якнайкращих пропорцій накопи-
чення і споживання досить обмежитися такими характеристика-
ми, що найбільш впливають на економічне зростання, — темпом
зміни трудових ресурсів, запізнюванням введення капіталу і рів-
нем міжнародної допомоги.

Висновки

Висвітлено ключові моменти практичної оптимізації
макроекономічної динаміки. На прикладі двох елементарних
проблем макроекономіки (задачі досягнення найкращої траєкто-
рії економічного зростання та оптимального розподілу капітало-
вкладень) показано застосування алгоритму оптимізації динаміч-
ної системи.

Більш загально, викладене в розд. 5 окреслює шлях оптиміза-
ції процесів нелінійної економічної динаміки, котрі описуються
скупченою (точковою) ММ. Але по-справжньому пошук оптималь-
них динамічних траєкторій тільки починається, вбачаючи прак-
тичне розв’язання проблем реальної економіки. На цьому шляху
належить вирішити щонайменше два принципові завдання: а) до-
нести широкому економічному загалу низку результатів матема-
тичної теорії динамічних систем, тобто їх алгоритмізувати, пода-
ти доступно; б) розробити відповідне програмне забезпечення, як
це має місце у випадку лінійного програмування для задач еко-
номіки.



Розділ 6 

ДИНАМІЧНІ МОДЕЛІ РИЗИКУ 
В СИСТЕМІ ЕКОНОМІЧНОЇ БЕЗПЕКИ 

6.1. Аналіз ризику та безпеки економічних систем 

В умовах ринку між суб’єктами, суб’єктами та 
об’єктами господарювання існує низка аспектів, зокрема: 

 множинність, що додає стохастичності, не відміняючи де-
термінований характер відносин; 

 багатоваріантність матеріальних взаємин, які відбуваються 
неоднаково в подібних умовах; 

 ієрархічність структури взаємин і багаторівневі зв’язки 
(прямі та зворотні); 

 одночасне володіння інформацією; 
 асиметрична інформація — ситуація, коли одні учасники 

ринку володіють важливими даними, а інші — ні. 
Зазначене не сприяє однозначній поведінці суб’єкта господа-

рювання навіть тоді, коли мета і шляхи її досягнення цілком зро-
зумілі, адже складові економічного життя не завжди піддаються 
оцінюванню. Проте приймати рішення за незрозумілої цілком 
обстановки треба, доводиться ризикувати — ухвалюючи рішення 
в умовах неповної інформації, що завжди матиме наслідки. 

Щоб приймати належні (своєчасні, адекватні) управлінські рішен-
ня в економіці, цебто бути успішними в ринкових, стрімко змінюва-
них умовах, треба навчитися передбачати поведінку об’єктів госпо-
дарювання — співучасників (або гравців) ринку. З’ясувалося, що 
ортодоксальних підходів прогнозування, що ґрунтуються на теорії 
рівноважного економічного стану, вже замало. Вони виявилися не-
спроможними передбачати хід подій, сприяти досягненню бажаного. 

Особливість новітньої економіки та її ризикології полягає в 
такому: 

 значне число різновидів економічного ризику, незнаних раніше; 
 системний характер економічної ризикології, зумовлений 

різними за природою елементами та численними взаємозв’язками 
(прямими і зворотними, з полярними знаками) і взаємовпливами 
між ними та складовими реальної економіки; 
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 обмежений час для прийняття виважених рішень; 
 варіативність ключових змінних економічного процесу чи 

явища (так званих параметрів порядку); 
 незворотність перебігу економічних подій, що позбавляє мож-

ливості повернутися до точки зміни траєкторії еволюції економіки; 
 поява так званих синергетичних ризиків і вікон вразливості, 

з огляду на біфуркаційну діаграму. 
Також зовнішнє оточення сучасної економіки апріорі є нелі-

нійним, нестійким і нерівноважним. Математичні моделі (ММ), 
статичні чи динамічні, в багатьох випадках належать до класу 
некоректних задач, яким притаманне таке: надзвичайна чутли-
вість до варіації початкових умов; крім циклічних процесів за пе-
вних умов проявляється детермінований хаос. 

Зазначене вище пояснює невідповідність наявних усталених 
концептуальних підходів до вивчення економічної еволюції з ме-
тою ефективного управління економічними системами в період 
стрімких глобальних збурень. Нагальність адекватного оціню-
вання рівня вразливості суспільства (суб’єкта господарюван-
ня) — економічної безпеки — вимагає розроблення нових підхо-
дів до вивчення динаміки економічного ризику, підґрунтям яких 
мають стати методи нелінійної динамік і теорії катастроф. 

Існують об’єктивні та суб’єктивні причини невизначеності і 
породженого цим ризику — незнання достовірного, відсутність 
однозначного. Все це засвідчує потребу в наближеному оціню-
ванні всього того, що складає економічний ризик функціонуван-
ня економічної системи. 

Як один із кількісних підходів до розв’язання проблеми про-
гнозування розвитку економічних систем пропонується скорис-
татися відомою в математиці нерівністю С. А. Чаплигіна, суть 
якої, на прикладі задачі Коші для одного рівняння, полягає в по-
будові верхньої і нижньої оцінок меж для початкової (вихідної) 
задачі, котрі охоплюють шуканий розв’язок, але кожна з них 
простіше інтерпретується, ніж вихідне рівняння. По-іншому, шу-
каний розв’язок охоплюється — береться у так звану вилку [89]. 
Такий спосіб відомий в економетриці під час вивчення явища ге-
тероскедастичності, також у гідродинаміці — трубка току, та в 
комп’ютерному моделюванні режимів функціонування неліній-
них електричних кіл [102]. 

Різновидом зазначеного вище слід вважати стрес-тестування, 
під яким розуміють подання фінансового стану підприємства або 
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економіки в цілому за певного набору особливих умов, які мо-
жуть бути спричинені кількома факторами ризику протягом декі-
лькох періодів часу [11, c. 4]. Даний метод оцінювання динаміки 
невизначеності націлений на встановлення радикальних (критич-
них) станів об’єкта дослідження, які можуть відбутися в дійснос-
ті. Однак не всі стрес-стани є реальними. Тому необхідною умо-
вою проведення даної процедури є з’ясування множини всіх 
сценаріїв об’єкта дослідження. Сценарій — це можливий майбу-
тній стан системи, що має відповідну тривалість у часі [11, c. 3]. 
Після відсіювання всіх стрес-станів, що не входять у множину 
допустимих сценаріїв, зазвичай обираються найбільш оптимісти-
чний та песимістичний стани.  

Стрес-тестування також активно застосовується для управління 
ризиком при фінансовому моделюванні. Важливим фактором, яким 
не можна знехтувати, є рівень ризику моделі — це потенціал для не-
сприятливих наслідків у результаті рішень, прийнятих на основі по-
милок, допущених в економіко-математичних моделях [6, c. 2]. По-
милки моделі можуть спричинити фінансові втрати, зумовити 
порушення стратегії розвитку, навіть поширення паніки на фондових 
ринках. Аналогічно, у результаті значних агрегувань та узагальнень 
моделям економічного зростання властива суттєва похибка, яка пог-
либлюється з плином часу. Особливо вираженою дана проблема є 
для всіх лінійних моделей, які придатні лише для короткострокового 
прогнозу. Описане вище доцільно графічно звести на рис. 6.1.1. 

 
Рис. 6.1.1. Графічне узагальнення компонентів стрес-тестування під час 

прогнозу об’єкта дослідження  
Джерело: складено автором. 
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Кожна крива на рис. 6.1.1 несе окреме смислове навантаження 
в контексті оцінки ризику економіко-математичної моделі. 
У табл. 6.1.1 наведено основі поняття стрес-тестування. 

 
Таблиця 6.1.1 

ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ СТРЕС-ТЕСТУВАННЯ 

Найкраща оцінка Стан найвищої динамічної траєкторії, яка об’єктивно 
можлива за впливу заздалегідь визначених факторів 

Найгірша оцінка Такий об’єктивно можливий стан, що характеризується 
найнижчими темпами приросту прогнозованої величини 

Найбільш імовірна 
оцінка 

Оцінка стану, який вважається найбільш імовірним. За-
звичай у даній ролі виступають числові розрахунки еко-
номіко-математичної моделі 

Основа 
Визначений термін, упродовж якого реальні значення 
спостережень не мають виходити за межі уставлених 
оцінок. Як правило, основа — це такий проміжок часу, 
на який налаштовується стрес-тестування 

Джерело: [1] 

Разом з тим належить визначитися зі способом комп’ютерного 
оцінювання поведінки істинного розв’язку та числовою мірою 
ризику. 

6.2. Числове (комп’ютерне) оцінювання траєкторії  
економічної еволюції та ризиків 

Взаємозв’язок між ризиком та інерційністю економіч-
ної системи формалізується [231, 37] алгебраїчним виразом: 

 %100
2/)(

)()(
minmax

minmax 




ii

ii
i

CC
CCCRisk , (6.2.1) 

де iC  — випадкова величина, реалізація якої відображає значен-
ня ціни акції i-го виду протягом проміжку часу  Tt ;0 ; iC max  і 

iCmin  — відповідно максимальне й мінімальне значення ціни акції 
i-го виду серед низки її реалізацій, отриманих упродовж дослі-
джуваного проміжку часу [9, 137]. 
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Внаслідок нескладних (майже очевидних) алгебраїчних пере-
творень формула (6.2.1) набуває вигляду: 

















2/)(
2)(

1
42)(

minmax

minminmax

minmax
ii

iii
i

ii
i

CC
CCCCRisk

CC
CRisk . (6.2.2) 

Коли має місце ii CC minmax  , то 0)( iCRisk , що цілком природ-
ньо; можна стверджувати, що відсутній суттєвий ризик для устале-
ного процесу розвитку економічного об’єкта. Для   3minmax ii CC  
маємо 1)( iCRisk . Якщо величина iCmax  зростає, то відношення 
 ii CC minmax  і знаменник також підвищуються, а дріб зменшується, 
тобто виконується 2)( iCRisk . Таким чином, маємо числовий 
критерій настання кризи для розвитку економічної системи. Дійсно, 
інтерпретуючи відношення  ii CC minmax  як ступніть поляризації су-
спільства (поділ населення на багатих і бідних, формула (6.2.2) вка-
зує на зародження і розвиток стану соціальної кризи. 

Для двох чисел 0a  і 0b  відповідно має місце середнє: 
 арифметичне 2)( bama  ; 
 геометричне bamg  ; 
 гармонійне )(2 babamh  ; 

 квадратичне  22

2
1 bamk  . 

Але 2
gmba  , і тому справедлива рівність 22

2
1

gk mRm  , 

звідки матимемо  222 gk mmR  . 
З урахуванням структури формули (6.2.1) записуємо числову 

міру ризику: 

 
 

2

2

2

222

2
2

a

g

a

k

a

gk

m
m

m
mRisk

m
mm

Risk 


 . (6.2.3) 
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З огляду на ланцюг нерівностей hgak mmmm   нехтуємо 
виразом  2

ag mm , оскільки він менше за 1. Тоді матимемо на-
ближену формулу 

 
a

k

m
mRisk  2  (6.2.4) 

для оцінювання згори числової міри ризику. 
У табл. 6.2.1 подано результати моделювання міри ризику 

еволюції української економіки, причому величини а1, а2, …, ап 
відповідають обсягу ВВП України для поточного року. 

 
Таблиця 6.2.1 

МІРА РИЗИКУ ЕВОЛЮЦІЇ ЕКОНОМІКИ УКРАЇНИ за 1991–2013 рр. 

Роки 
Ризик за формулою 

(6.2.3) (6.2.4) 

1991–2013 рр. 0,463 1,452 

1991–2008 рр. 0,508 1,461 

2009–2013 рр. 0,088 1,416 

Джерело: [213] 
 
Слушно зауважити таке. Якщо числові результати міри ри-

зику (точкові оцінки) подати у вигляді ланцюгового (неперер-
вного) дробу [25], то матимемо інтервальне оцінювання, що 
більш прийнятне з огляду на точність економічної інформації. 

 

6.3. Числова міра поведінки розв’язку  
деяких моделей економічної динаміки 

У монографії [195] зазначається, що ортодоксальні ди-
намічні моделі економіки не враховують ризик. Певним чином 
цей недолік можна усунути, скориставшись викладеним. 
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6.3.1. Класичні динамічні моделі економіки 

Надалі розглядається сукупне застосування пропозиції 
п. 6.1 і формули числової міри п. 6.2. 

6.3.1.1. Оцінювання економічного ризику  
на підґрунті моделі Харрода — Домара 

Для моделювання траєкторії ризику за допомогою лі-
нійних моделей звернемося до класичного розв’язку моделі Хар-
рода — Домара: 

 
dt

tdYtI )(1)( 


,  (6.3.1) 

де   — гранична продуктивність капіталу; Y — величина націо-
нального доходу. 

З рівності (6.3.1) видно, що у розглядуваній моделі єдиним 
фактором, що пов’язує інтенсивність економічної динаміки з об-
сягом інвестицій, виступає гранична продуктивність капіталу. 
Така «механічна зв’язка» ігнорує суб’єктивний бік економічних 
відносин, нелінійних причинно-наслідкових зв’язків та ролі очі-
кувань у суспільстві. З позицій математичних залежностей даний 
прояв суб’єктивності в економіці може або послабити, або поси-
лити вплив інвестицій на динаміку національного доходу. На-
приклад, зростання позитивних очікувань в економіці може зу-
мовити ефект мультиплікатора ефективності для кожної 
грошової одиниці інвестицій; в іншому разі це спричинить пані-
ку, поширюватиме дезінформацію та викличе неефективність ці-
льових інвестицій може погасити механічну віддачу від капіталу. 
З метою врахування приведеного недоліку класичної моделі Хар-
рода — Домара була утворена її фрактальна модифікація: 

 )()( 11
tY

dt
tdY k







 

  , (6.3.2) 

де Rk  — скаляр, що вибирається з множини дійсних чисел, 
виключаючи значення 0, 1k   .  
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У процесі виконання останньої умови вираз 





 

k
11  ніколи не 

може набувати значення 1, цим самим виключаючи нейтраль-
ність постійного та невідворотного впливу суб’єктивного боку 
господарських відносин. Виходячи з властивостей фрактальної 
модифікації рівняння Харрода — Домара (6.3.2), варіація скаляра 
k  дозволяє охопити класичний розв’язок (6.3.1). Тоді набуває 
актуальності така подвійна нерівність: 

 )()()( 21

1111

tYtYtY kk 


















  ,  (6.3.3) 

де 
dt

tdYtY k )()(1

11












  — функція опису найгіршої оцінки (песи-

містичного прогнозу) динаміки національного доходу )(tY  (далі 

)(
0

tY
k 

); 
dt

tdYtY k )()(2

11












  — функція найкращої оцінки дина-

міки )(tY  (далі 0 ( )kY t ); скаляри 01 k  та 02 k . 
З позицій економічного змісту фрактальної модифікації (6.3.2) 

межі подвійної нерівності (6.3.3) виступають оцінками динаміч-
них траєкторій оптимістичних та песимістичних очікувань у сус-
пільстві. Систематичне тяжіння динаміки національного продук-
ту до однієї з меж коридору (6.3.3) є сигналом про зміну 
лінійного тренду, а отже, породження невизначеності. Будь-яка 
зміна в очікуваннях зростання доходу викликає ризик, адже всі 
економічні агенти опиняються у новому (зміненому) середовищі. 
Ступінь відхилення від найбільш ймовірного результату )(tY  
та одночасного наближення до функцій очікувань у суспільстві 
слід розглядати як міру динаміки загрози зміни економічного 
тренду.  

З метою математичного втілення даної логіки звернемося до 
популярного в економічній літературі рівняння ризику (6.2.1). За-
стосування даної формули до нерівності (6.3.3) полягає у пошуку 
найбільшої відносної величини відхилення на проміжку періоду T. 
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Оскільки відстань між прогнозованим (поточним) трендом і ме-
жами негативних та позитивних оцінок стрес-тесту визначається 
як 0( ) ( )kY t Y t  та 0 ( ) ( )kY t Y t   відповідно. Замінимо чисельник 
виразу (6.2.1) на різницю відстаней до стрес-оцінок (6.3.3). Тоді 
формула ризику дійсна на всіх значеннях моментів часу t замість 
періодів T, де  tT  . Враховуючи те що неможливо визначити, 
яка відстань буде арифметично більшою, а міра ризику не може 
бути менша за 0, чисельник (6.2.1) набуває абсолютного вигляду: 
 0 0( ) ( ) ( ) ( )k kY t Y t Y t Y t          , (6.3.4) 

де )(tY  — фактична або розрахункова величина національного 
доходу. 

Подаючи знаменник формули ризику рішенням (6.3.1) та бе-
ручи до уваги (6.3.4), після арифметичних перетворень отримує-
мо формулу динаміки ризику: 

 %1002
)(

)()(
)( 00 


 

tY

tYtY
tr kk  , (6.3.5) 

де )(tr  — міра загрози зміни тренду. 
Формула (6.3.5) виражає міру загрози зміни траєкторії зрос-

тання національного доходу на величину )(tr % від )(tY у момент 
часу 1t . Як вже було зазначено, зміна тренду може вплинути 
на ділову активність, впливаючи на появу нових змін у майбут-
ньому. Тому частку )(tr % варто також розглядати як міру загро-
зи настання економічної кризи, тобто потреба системи націона-
льного господарства адаптуватися до нового середовища.  

Таким чином, якщо фактичні значення доходу )(tY  рівновід-
далені від меж коридору(6.3.3), загроза настання економічної 
кризи мінімальна; із наближенням національного доходу до роз-
рахункових оцінок 0 ( )kY t  або 0 ( )kY t  система набуває рис нестій-
кості з позиції сталості прогнозованого економічного тренду. 
Зрозуміло, що у разі зміни тренду будь-яка лінійна економіко-
математична модель втрачає здатність до точного економічного 
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прогнозу. Таким чином, вираз (6.3.5) варто розглядати не лише як 
інструмент оцінювання динаміки ризику макроекономічної сис-
теми, а також і динаміки точності економіко-математичної моде-
лі. Для цього в знаменнику виразу (6.3.5) необхідно замінити ре-
альні значення національного доходу на розрахункові за 
класичним розв’язком моделі (6.3.1).  

Отже, розроблений на основі підходу стрес-тестування меха-
нізм визначення динаміки ризику для складних економічних сис-
тем є унікальним та новим способом опису та аналізу мінливості 
економічної системи. Його функціональність передбачає не лише 
оцінки траєкторії ризику економічної системи, але й визначення 
рівня точності моделі під час економічного прогнозу.  

6.3.1.2. Оцінювання ризику на підґрунті  
неокласичного рівняння Солоу 

Лінійна парадигма моделювання економічної динаміки, 
як було з’ясовано вище в даному розділі, є універсальним засо-
бом вивчення малодосліджених аспектів об’єкта моделювання. 
Такими є питання математичного відтворення еволюційного роз-
витку складних господарських систем та динамічної траєкторії 
міри їх невизначеності. За природою лінійні економіко-
математичні інструменти є неадекватними для опису низки хара-
ктеристик економічної системи. 

Однією з відомих моделей нелінійного динамічного матема-
тичного інструментарію є неокласична модель економічного зро-
стання Роберта Солоу. Неокласичні моделі економічного зрос-
тання не містять недоліки таких кейнсіанських моделей, як 
лінійна модель Харрода — Домара, і точніше описують особли-
вості макроекономічних процесів. Нестабільність динамічної рів-
новаги є більшою мірою наслідком відсутності взаємозамінності 
факторів виробництва. Перевагою моделі Р. Солоу є розмежу-
вання факторів виробництва і поетапне дослідження впливу кож-
ного з них на процес довгострокового зростання національного 
доходу країни. [211, c. 51]. 

Саме з аналізу моделі Харрода — Домара розпочав дослі-
дження економічного зростання Р.Солоу в праці «До питання про 
теорію економічного зростання» (1956) [10], в якій заклав основи 



Монографія 293

власного підходу до вирішення проблеми. У свою модель еконо-
мічного зростання Р.Солоу включив тільки два із трьох можли-
вих джерел зростання — працю і капітал. Автор також вперше 
розглянув технічний прогрес не тільки як автономний чинник, 
що зумовлює зростання ефективності виробництва, але й зміни, 
які впливають на виробничі функції. У відповідності ж до прин-
ципів неокласичної теорії, пропорції між капіталом і працею по-
винні бути змінними. Саме в цьому полягає неокласичний харак-
тер теорії зростання Р.Солоу [47, c. 153–154]. 

Порівняно з кейнсіанським рівнянням Харрода — Домара, ряд 
переваг моделі економічного зростання Солоу притаманне на-
ступне: 

 ураховується динамічний баланс заощаджень та інвестицій; 
 неокласична концепція сукупної пропозиції об’єднана з 

кейнсіанським сукупним попитом; 
 темп зростання народонаселення та технологічного прогресу 

є також чинниками зростання національного продукту; 
 застосовується для пояснення еволюції економік країн, що 

розвиваються.  
В основу моделі Солоу покладено неокласичну виробничу 

функцію з поняттям ефективної робочої сили AL , яка умовно 
записується так:  

 ),( ALKfY  .  (6.3.6) 

Враховуючи сталу віддачу на капітал, виробнича функція 
(3.3.6) набуває форми: 

 )(kfy  ,  (6.3.7) 

де 
L
Yy   — обсяг виробництва на одиницю праці; 

L
Kk   — ка-

піталозабезпеченість. 
Відомо, що Робертом Солоу було використано виробничу функ-

цію Кобба — Дугласа. Враховуючи форму запису (6.3.7), значен-
ня виробництва на одиницю праці знаходимо так [132, c. 15]: 

 aAky  ,  (6.3.8) 

де  коефіцієнт еластичності за капіталом. 
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Оскільки у моделі Солоу забезпечується рівність sYSI  , а 
національний дохід є сумою інвестицій та споживання CIY  , 
то: 

 YsC )1(  ,  (6.3.9) 
де частка 10  s  — норма заощаджень. 

Тоді динаміка зростання капіталу буде становити: 

 KsYK  , (6.3.10) 

де   — норма амортизації основного капіталу K . 
Динаміка убування основних засобів K  також залежить від 

темпів зростання населення та технологічного прогресу. Тоді 
зростання капіталозабезпеченості становить: 

  
A
A

AL
K

L
L

AL
K

AL
KALLA

AL
K

AL
Kk

  2)(
 (6.3.11) 

Нехай L
Ln 

 
— темп приросту населення, A

Ag 
 
— темп 

зростання НТП; інтенсивна змінна капіталозабезпеченості k  за-
лежна від моменту часу t .  

Тоді, враховуючи, що 
AL
Kk  , 

AL
Yy  та виробничу функцію 

(6.3.8), здійснимо заміну виразу (6.2.32) [10, c. 69]: 

 )()()()( tkgntksAtk   . (6.3.12) 

Рівняння (6.3.12) є класичною динамічною нелінійною мо-
деллю економічного зростання. У той же час вона є рівнянням 
Бернулі, аналітичний розв’язок має такий вигляд: 

      1
1

)1(
0 )1()( MeMktk bt ,  (6.3.13) 



Монографія 295

де константа 
b

sAxM
1

0





; 
0

0
0 L

Kk   — початкова умова; коефіці-

єнт b сумарно враховує рівень зношеності капіталозабезпеченос-
ті, приріст населення і НТП, тобто  gnb . 

Оскільки коефіцієнт еластичності за капіталом   є дійсним 
числом, розв’язок (6.3.13) дійсний по всій множині значень, коли 
зберігається умова (6.3.14). 

0)1( )1(   MeM bt  або 
bb

sAxt
)1(

11ln
1

0


















 (6.3.14) 

З умови (6.3.14) зрозуміло, що аналітичний розв’язок (6.3.13) 
не є універсальним для всіх періодів  itT   для ni ,1 . Крім то-
го, з (6.3.14) випливає інша обов’язкова умова 1M . З цього вар- 
то зробити висновок, що аналітичний розв’язок (6.3.13) є доціль-
ним лише для моделювання коротко- та середньотермінових ве-
личин, тоді як потреба в довготерміновому прогнозі може бути 
вирішена за допомогою розв’язку диференційного рівняння пер-
шого порядку (6.3.12) чисельними методами, наприклад Рунге — 
Кутта. 

Відомо, що для t   за незмінних зовнішніх умов моделі 
0)( tk . Тоді значення )(tk  буде називатися рівноважним обсягу 

капіталу *k  і визначається за такою формулою: 

 









1
1

*
b
sAk . (6.3.15) 

Якщо *)0( kk  , то значення моделі (3.3.12) будуть зростати з 
плином часу аж поки *)( ktk  . Для іншої ситуації, коли поточна 
капіталомісткість *)0( kk  – значення змінної )(tk  буде посту-
пово спадати до того моменту часу *t , коли **)( ktk   
(рис. 6.3.1) 
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Рис. 6.3.1. Вплив рівноважного рівня капіталозабезпеченості  

на динаміку моделі Солоу 

Властивість неокласичної моделі економічного зростання Со-
лоу, зображена на рис. 6.3.1, виконується лише за умови, що всі її 
внутрішні параметри лишаються незмінними упродовж усіх мо-
ментів часу  itT   для ni ,1 . Однак на противагу даній гіпоте-
зі нелінійна природа економічної системи постійно та системати-
чно мігрує від одного стаціонарного стану до іншого. Тому 
цілком очікуваною є та об’єктивна ситуація, коли всі параметри 
системи є також залежними від плину часу. Висловлене вище 
можна математично узагальнити виразом (6.3.16). 

 )())()()(()()()()( )( tkttgtntktAtstk t   .  (6.3.16) 

Звичайно, модель (6.3.16) є надскладною для її аналізу, а отже, 
й використання для математичного моделювання економічної си-
стеми. Проте ідея, закладена в неї, свідчить, що для кожного мо-
менту часу t  цілком можливий окремий та неортодоксальний рі-
вноважний обсяг капіталу )(* tk  так, що )1(*)(*  tktk , 
математичне визначення якого, однак, є неможливе.  

З метою врахування природи динаміки та характеру адапта-
ційного розвитку економічної системи, доцільно визначити інте-
рвальні межі коридору значень )(tk  в аналітичній формі, які од-
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ночасно формують область можливих (імовірних) траєкторій на-
ціонального доходу, що враховує об’єктивну невизначеність рів-
новажного стану *k  для кожного моменту часу t .  

Тоді, нижня межа коридору прогнозованих значень k  отриму-
ється як добуток розв’язку моделі (6.3.12) та експоненційно спа-
даючий з часом t  мультиплікатор. Аналогічним чином, верхня 
межа коридору утворюється за допомогою добутку на зростаю-
чий експоненційний мультиплікатор. Тоді зазначене вище узага-
льнюються у наступну нерівність: 

 )exp()()()exp()( ttktkttk   , (6.3.17) 
де 10    — міра місткості коридору допустимих відхилень. 

Подвійна нерівність (6.3.17) формує експоненційний коридор 
у динамічному просторі можливих динамічних траєкторій (сце-
наріїв) за умови відхилення )(* tk  від глобального (закладеного 
у економічну модель) рівноважного стану )0(*k . При 1  
межі коридору в значній мірі відхиляються від прогнозованих 
значень )(tk  за моделлю (6.3.12); навпаки, коли 0 , коридор є 
вузьким й охоплює лише незначні відхилення траєкторії. Тому 
параметр   відповідає за міру місткості альтернативних (невра-
хованих моделлю) динамічних траєкторій капіталозабезпеченості 
при хронічній нестійкості внутрішніх параметрів неокласичної 
моделі економічного розвитку Солоу. Оскільки межі коридору 
рівновіддалені від )(tk , налаштування параметру   є індивідуа-
льним та залежить від статистичних даних, на яких будується 
модель. 

Повертаючись до концепції стрес-тестування, описаної в роз-
ділі 6.1, та її основних термінів (див. табл. 6.1.1), слід повторити 
вищезгадане з позиції оцінювання динаміки ризику, але з вико-
ристанням неокласичної моделі Солоу (6.3.12). Тоді ліва частина 
нерівності (6.3.17) називається динамічною функцією найгіршої 
оцінки капіталозабезпеченості. Аналогічно права межа — це не-
лінійна функція найкращої оцінки )(tk . Особливості динаміки лі-
вої та правої меж коридору характеризуються рівномірним відда-
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ленням від неперервного розв’язку )(tk  з плином часу. Що вужча 
місткість коридору, тобто 0 , то більший ризик того, що про-
гнозоване значення моделі містять похибку. І, навпаки, що біль-
ше значення міри місткості коридору, то менша міра точності за-
кладена в інтервальний прогноз. Зважаючи на це, одночасне 
збереження прийнятної точності та врахування можливих похи-
бок інтервалом можливе за утримання середньої місткості кори-
дору з нерівності (3.3.17) для  ˆ , де ̂  оптимальна міра мі-
сткості коридору допустимих відхилень. Оцінювання даного 
параметру відбувається на ділянці основи (див. рис. 6.3.1) у такий 
спосіб, щоб всі статистичні спостереження були охоплені межа-
ми коридору (6.3.17). 

З метою оцінювання міри відхилення реального економіч-
ного тренду від прогнозу, трансформуємо формулу динаміки 
ризику (6.2.1). Модифіковане рівняння визначається як відно-
шення різниці відстаней поточних значень величини капітало-
забезпеченості від лівої та правої меж коридору, тобто 
(  )(ˆ)exp()(())exp()()(ˆ tkttkttktk   ), до значення статис-
тичного спостереження величини )(ˆ tk . Провівши алгебраїчне 
спрощення та припустивши, що міра ризику є завжди додатною 
величиною, формула динаміки ризику на основі моделі економі-
чного зростання Солоу набуває вигляду: 

   %1002)exp()exp(
)(ˆ
)()(  tt

tk
tktr  , (6.3.18) 

де )(tr  — міра загрози зміни тренду; )(ˆ tk  — вхідні статистичні 
величини капіталозабезпеченості. 

Зміщення спостережуваної величини )(tk  до крайніх значень 
нерівності (6.3.17) є сигналом зміни динамічної траєкторії у ре-
зультаті переходу рівноважного стану від )0(*k  до )(* tk . Тоді 
значення )(tr % вказує на усереднену частку капіталозабезпече-
ності в момент часу t, на величину якої буде змінена тенденція 
при переході з )0(*k  до )(* tk . 



Монографія 299

У випадку, коли не вся статистична інформація може бути ві-
дома для періоду  u

j
u tT   для mj ,1 . У такому разі формула 

(6.3.18) перетворюється у вираз для оцінки ризику моделі: 

    %100)exp()exp(3)(  ttta  ,  (6.3.19) 

де )(ta  — ступінь детермінованості прогнозу. 
З формули (6.3.19) випливає, що найвища детермінованість 

прогнозу (100%) досягається для 0  тобто тоді і лише тоді, ко-
ли інтервальний прогноз (6.3.17) перетворюється в точковий. Од-
нак для всіх 0 , як уже зазначалося, такий прогноз буде місти-
ти значну похибку та низьку точність, адже неможливо 
змоделювати динаміку об’єкта дослідження з такою точністю. 
З плином часу t, міра детермінованості значень моделі буде зни-
жуватися, адже місткість коридору буде експоненційно збільшу-
ватися, тим самим зменшуючи детермінованість економічного 
прогнозу. Величина міри місткості коридору знижує рівень детер-
мінованості прогнозу таким чином: при 0  спадання точності 
є помірним; при 0  — межі коридору значно відхиляються 
від прогнозованих значень моделі (3.3.12), зводячи конкретику 
прогнозу майже до нуля ( 0)( ta ). 

6.3.1.3. Оцінювання ступеня ризику розвитку  
вітчизняної економіки 

Оцінювання динаміки ризику економічної системи є 
одним з головних завдань відтворення макроекономічної динамі-
ки, еволюції внутрішніх та зовнішніх процесів та слугує запобі-
ганню кризовим процесам. Розроблений у розділі 6.2 інструмен-
тарій оцінювання динаміки ризику дозволяє оцінити міру загрози 
зміни економічного тренду на основі лінійних та нелінійних мо-
делей економічного зростання.  

Узагальненим підходом до визначення динаміки траєкторії 
ризику слід вважати формулу загрози тренду (6.2.1) з викорис-
танням фрактальних модифікацій моделі Харрода — Домара. 
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Вже досліджено, що врахування ефекту запізнення дозволяє 
підвищити результативність моделювання з позиції точності та 
відповідності економіко-математичної моделі реальному 
об’єкту. Тому доцільним є використання лагово-фрактальної 
модифікації класичного рівняння Харрода — Домара, що роз-
глядається нижче. 

В економічній теорії спростовано постулат, що інвестиції 
миттєво переходять у приріст капіталу. Вдаючись до поняття 
«інвестиції», його можна визначити як тимчасову відмову еконо-
мічного суб’єкта від споживання наявних у його розпорядженні 
ресурсів (коштів) і використання цих коштів для зростання свого 
добробуту в майбутньому [41]. Тому безпосередньо між момен-
том відмови від споживання до розпорядження коштами у май-
бутньому проходить певний час, визначений в економічній літе-
ратурі як «інвестиційний лаг». Інвестиційний лаг охоплює період 
часу від початку проектування об’єкта інвестування до його вве-
дення в дію. [157, c. 60]. 

Отже, нехай постійна   — це частка одиниці періоду t (року, 
кварталу, місяця), яка відповідає за міру інвестиційного лагу. То-
ді модель (6.3.1) набуває такого вигляду: 

 )()(   tY
dt

tdY  (6.3.20) 

Динамічна лінійна модель (6.3.20) — це одновимірна лагова 
модифікація рівняння Харрода — Домара. В економічній літера-
турі зазвичай концепція лагу в господарський системі представ-
лена простими авторегресійними моделями [157, c.59]. Однак, на 
відміну від урахування детермінованого впливу результуючих 
змінних за попередній період, величина лагу   в моделі (6.3.20) є 
мірою сповільнення динаміки порівняно з класичним розв’язком 
(6.3.1). У разі врахування лагу за умови постійного експоненцій-
ного розвитку обсяг інвестицій у момент часу )( t  є меншим за 

відповідний обсяг у період )(t , тому 
dt

tdY )(  є меншою. Таке при-

пущення відповідає сучасному уявленню про функціонування 
економічної системи.  
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З метою розв’язку диференційного рівняння (6.3.20) розкла-
демо даний вираз на ряд Тейлора та проведемо наступні перетво-
рення: 

...)(')()(')(  tYtYtYtY  ; 
  )()('1 tYtY   . 

Тоді вираз (3.3.20) узагальнюється до: 
 )(

1
)( tY

dt
tdY





 . (6.3.21) 

На відміну від (6.3.20), рівняння (6.3.21) має простий аналіти-
чний розв’язок: 

 













1
exp)( 0

tYtY . (6.3.22) 

Розв’язок (6.3.22) дійсний для всіх значень  , за винятком 


 1

 . 

Шляхом об’єднання фрактальної та лагової модифікацій 
отримуємо таке рівняння: 

 )(

11)(  






 

 tkY
dt

tdY x't=a∙x(t), (6.3.23) 

Диференційне рівняння (6.3.23) є лагово-фрактальною моди-
фікацією класичного рівняння Харрода — Домара, що забезпечує 
врахування запізнення та суб’єктивного (фрактального) фактору 
процесу інвестування. Заміною змінної Tt  , (6.3.23) перепи-
сується: 

 )(

11
)(' TkYTY







 

  .  (6.3.24) 

Скориставшись лінійними членами ряду Тейлора, отримаємо: 
)...(')()( TYTYTY    ; 
)...('')(')(' TYTYTY    , 

маємо економіко-математичну модель (6.3.24), а в остаточному 
вигляді: 
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 0)(

11
)(')('' 







 

 TkYTYTY  . (6.3.25) 

Хоча лагово-фрактальна модель (6.3.25) не має аналітичного 
розв’язку, числовий розв’язок даного диференційного рівняння дру-
гого порядку є визначений на всій множині Т та k, за винятком k = 0. 

Використовуючи статистичні дані, наведені у табл. 6.3.1, 
встановлюємо параметри диференційного рівняння другого по-
рядку (6.3.25): 0Y =1, 0'Y = 0,01,   = 0,021 та 1 . На рис. 6.3.2 
нанесені нормалізовані вхідні значення ВВП України та резуль-
тати моделювання для 1 , а також дві інтегральні криві, які 
охоплюють нормалізовані спостереження статистичної вибірки 
національного доходу, а саме: верхня крива має параметр 
k = 0,695, а нижня — k = –1,989.  

Таблиця 6.3.1 
ЗНАЧЕННЯ ІНФЛЯТОРА, РЕАЛЬНОГО ВВП ТА ДОХОДІВ  
ДО ДЕРЖАВНОГО БЮДЖЕТУ УКРАЇНИ за 1991–2013 рр. 

Рік Інфлятор 
ВВП* 

Реальний 
ВВП ** 

Нормалізоване 
значення 

Доходи до 
державного 
бюджету ** 

Нормалізоване 
значення 

1991 62,003 1853,90 2,238 142,61 1,000 
1992 33,224 1671,15 2,017 213,50 1,497 
1993 0,967 1433,57 1,730 375,55 2,633 
1994 0,092 1104,62 1,333 321,95 2,258 
1995 0,018 970,61 1,172 256,58 1,799 
1996 10,85 873,14 1,054 305,54 2,143 
1997 9,16 846,74 1,022 196,44 1,377 
1998 6,37 830,50 1,002 170,81 1,198 
1999 4,87 828,47 1,000 151,76 1,064 
2000 4,30 877,20 1,059 175,09 1,228 
2001 4,24 958,42 1,157 196,96 1,381 
2002 4,47 1009,19 1,218 202,86 1,422 
2003 4,13 1104,62 1,333 220,14 1,544 
2004 3,59 1238,64 1,495 234,02 1,641 
2005 2,88 1273,16 1,537 249,51 1,750 
2006 2,51 1366,57 1,650 320,24 2,246 
2007 2,05 1474,19 1,779 321,72 2,256 
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Закінчення табл. 6.3.1 

Рік Інфлятор 
ВВП* 

Реальний 
ВВП ** 

Нормалізоване 
значення 

Доходи до 
державного 
бюджету ** 

Нормалізоване 
значення 

2008 1,59 1506,67 1,819 368,59 2,585 
2009 1,41 1285,34 1,551 345,22 2,421 
2010 1,23 1336,11 1,613 314,72 2,207 
2011 1,08 1407,18 1,699 328,40 2,303 
2012 1,00 1411,24 1,703 373,96 2,622 
2013 1,00 1454,93 1,756 351,17 2,462 

* Для періоду 1991–1995 рр. інфлятор ВВП у купоно-карбованцях.  
** млрд грн у цінах 2013 р. 
Джерело: розрахунок на основі [177] 

Необхідно зауважити, що не всі фактичні значення з рис. 6.3.2 
перебувають між двома інтегральними кривими (6.3.25) для   

0k  і 0k . Деяка статистична інформація може містити окремі 
екстремальні значення, випадковості та шум, включення яких до 
інтервалу суттєво спотворить результати. Тому в даному дослі-
дженні це було враховано. 

 
Рис. 6.3.2. Інтегральні криві результатів моделювання 

української економіки на основі моделі (6.3.22) 
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Після визначення нижньої та верхньої меж інтервалу на всій 
довжині фактичних спостережень, необхідної та достатньої умо-
ви для числового розрахунку міри ризику зміни тренду за форму-
лою оцінювання ступеня ризику (6.2.1), траєкторія динаміки ри-
зику графічно відтворена на рис. 6.3.3. 

 
Рис. 6.3.3. Динаміка загрози економічного спаду ВВП України,  

1999–2008 рр.  
Джерело: розрахунок автора. 
 
На рис. 6.3.3 показано різке зростання міри ризику з 10% для 

проміжку 1999–2004 рр. на 40% у середньому для 2005–2008 рр. 
Даний яскравий приклад поступового нагромадження загрози є 
наслідком заломлення економічної динаміки в 2004 р. Як резуль-
тат, протягом 2004–2008 рр. ризик експоненційно нагромаджува-
вся і становив 50 зі 100% можливих перед настанням економічної 
кризи 2008–2009 рр. в Україні.  

Можливості прогнозування економічної динаміки лінійною 
моделлю (6.3.24) обмежені лише ділянками з однорідними траєк-
торіями. Натомість застосування нелінійних інструментів моде-
лювання дозволяє здійснити більш точну ідентифікацію ризиків 
настання кризових явищ. Для цієї мети доцільно вдатися до рів-
няння Солоу (6.3.12) для розробленої подвійної нерівності 
(6.3.17) для визначення рівня загрози настання кризових явищ 
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для періоду 2000–2016 рр. Вхідною інформацією служать статис-
тичні спостереження, наведені у табл. 6.3.2. 

Таблиця 6.3.2 
ДИНАМІКА ПРАЦЕЗДАТНОГО НАСЕЛЕННЯ ТА ВАРТІСТЬ  

ОСНОВНИХ ЗАСОБІВ УКРАЇНИ В ПЕРІОД 2000–2013 рр. 

Рік L, тис. чол. K, млн грн* 
2000 33310 673291,6 
2001 34441 676693,9 
2002 34314 678555,1 
2003 34187 668242,6 
2004 34060 645586,4 
2005 33933 579952,2 
2006 33806 621045,9 
2007 33679 660513,5 
2008 33498 675070,3 
2009 33346 575902,3 
2010 33216 598647,2 
2011 33100 630490,2 
2012 33013 632309,8 
2013 32940 651886,5 

* У цінах 1999 року. 
Джерело: розрахунки на основі інформації [212] 
 
Значення параметрів моделі (6.3.12) визначалися у такий спо-

сіб. Виходячи з рівності (6.3.8), було прийнято таку гіпотезу: 
1A . Відомо, що частка заощаджень в українській економіці в 

середньому становить 25% )25.0( s  [177]. Тоді, беручи за осно-
ву аналітичний розв’язок (6.3.13), динаміка рівня капіталозабез-
печеності України за період 2000–2009 рр. може бути змодельо-
вана для таких параметрів: k0 = 20,213, α = 0,256, b = 0,0033. 
Оптимізація останніх двох параметрів була проведена з метою 
збільшення точності відтворення числових розв’язків за моделлю 
(6.3.12) стосовно статистичної бази. Для визначення міри дина-
міки ризику було побудовано межі коридору допустимих відхи-
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лень )(tk , користуючись подвійною нерівністю (6.3.17) для 
γ = 0,01667, зображені на рис. 6.3.4 разом з розв’язком моделі Со-
лоу. Результати числових значень ex-post прогнозом на 2010–2013 
рр. також графічного зведені на рис. 6.3.4. 
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k(
t)

Розрахункове k(t) Фактичне k(t) Ex-post прогноз k(t)

Нижня межа Верхня межа  
Рис. 6.3.4. Результати моделювання капіталозабезпеченості  

за рівнянням Солоу 
Джерело: розрахунок автора 
 
Розв’язок нелінійної моделі Солоу представлений квазілінією 

(нелінійною траєкторією, властивості якої подібні лінійній). Ви-
сокий рівень похибки ex-post прогнозу пояснюється нездатністю 
моделі враховувати короткострокові коливання. Спеціалізацією 
розв’язку (6.3.12) є представлення довгострокового тренду. Тому 
його застосування у парі з інтервальними кривими подвійної не-
рівності (6.3.17) є виправдане з позиції врахування тимчасових 
відхилень та коливань. Траєкторія динаміки ризику, розраховано 
за формулою (6.3.18), зображена на рис. 6.3.5.  

Зважаючи на систематичну амортизацію основних засобів на-
ціонального господарства прогнозовані значення ризиків з рис. 
6.3.5 у період 2008–2014 рр. передбачили загрозу економічного 
спаду в 2008 р., а також вказують на посилення загрози для пері-
оду 2009–2014 рр. Звичайно, здатність інтервального прогнозу 
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відображення майбутніх станів економічної системи з часом 
втрачає точність. Тому доцільно також розрахувати рівень детер-
мінованості прогнозу за виразом (6.3.19), значення якого для пе-
ріоду 2000–2016 рр. приведене на рис. 6.3.6. 
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Фактична динаміка ризику Прогнозована динаміка
 

Рис. 6.3.5. Динаміка ризику української економіки на основі  
нелінійної моделі Солоу на період 2000–2016 рр.  

Джерело: розрахунок автора. 
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Рис. 6.3.6. Рівень детермінованості нелінійної моделі Солоу  

на період 2000–2016 рр.  
Джерело: розрахунок автора. 
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Отже, рис. 6.3.6 засвідчує високий рівень точності інтерваль-
ного прогнозу моделі Солоу для української економіки. Таким 
чином, нелінійний інструментарій моделювання економічної ди-
наміки та динаміки ризику економічного спаду є більш гнучкий 
та функціональний порівняно з лінійним апаратом на основі кла-
сичного рівняння Харрода — Домара. Концепція визначення мі-
ри динаміки ризику також продемонструвала свою універсаль-
ність і була застосована до різних за суттю моделей економічного 
зростання.  

6.3.1.4. Моделювання динаміки ризику  
зростання економік країн світу 

Концепція оцінювання динаміки економічного ризи-
ку спроможна використовуватися не лише для українських ре-
алій, що характеризуються низкою відмінностей від високоро-
звинених країн світу, але й здатна відтворити міру динаміки 
загрози зростання будь-якої національної економіки з певним 
рівнем точності.  

Крім того, приведений у даному дослідженні інструментарій 
адаптований до таких економік, які характеризуються помірними 
темпами зростання національного продукту. Розглянуто чотири 
інші економіки світу: Канада, Італія, Японія та Польща. Вибір 
Канади був зумовлений ідеальним балансом позитивних показ-
ників росту та стабільності економічної системи в цілому. Іта-
лія — приклад країни, яка поступово втрачає потенціал до зрос-
тання через структурні складнощі. Японія є економікою застою, з 
хронічною дефляцією та пасткою величезного зовнішнього бор-
гу. Польща, на відміну від всіх попередніх держав, здійснила 
останнім часом перехід до числа країн з високим рівнем зростан-
ня економіки. Тому помітно, що кожна з приведених економік є 
важливою з точки зору дослідження структурних характеристик 
із використанням розроблених економіко-математичних моделей.  

Підхід, сформований раніше, є універсальним, тому може бу-
ти застосований для інших країн. Скориставшись класичною мо-
деллю Харрода — Домара та її фрактальною модифікацією 
(6.3.2), на основі статистичної інформації з додатку табл. A. 1 бу-
ли змодельовані траєкторії розвитку чотирьох економік і графіч-
но подані на рис. 6.3.7.  
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Рис. 6.3.7. Результати моделювання динаміки деяких економік світу  

для 2000–2013 рр. 
Джерело: розрахунки автора на основі [5]. 
 
Статистичні дані нормалізованих значень ВВП країн підтвер-

джують їх належність до різних станів з позиції інтенсивності 
економічної динаміки. Хоча лінійний апарат модифікацій Харро-
да — Домара допускає багато узагальнень, він є спроможним до 
моделювання таких показників, як внутрішній валовий продукт. 
Оскільки більшість статистичних (нормалізованих) спостережень 
були охоплені фрактальними кривими на рис. 6.3.7, доцільно ви-
конати розрахунок динаміки ризику за виразом (6.2.1). Результа-
ти розрахунків наведено на рис. 6.3.8. 

На рис. 6.3.8 продемонстровано, що найбільш стабільним еко-
номічним трендом володіє Канада, як представник країн з розви-
неною економікою та високими темпами зростання національно-
го продукту. Найбільший рівень ризику можна знайти на графіку 
Японії. Хронічні низькі темпи приросту ВВП та нестійкість на-
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пряму економічної траєкторії зумовлюють підвищення загрози 
економічного спаду країни. Подібним сценарієм представлено на 
рис. 6.3.8 італійську економіку, яка за останні десять років втра-
тила значну частку ВВП так само, як і потенціал для його віднов-
лення. Крива загрози зміни динамічної траєкторії економічного 
тренду демонструє кардинальну зміну стану польської економіки 
від тієї, що швидко розвивається, до застою. За період 2000 — 
2008 рр. національний дохід Польщі зріс втричі, фактично за-
свідчивши вихід країни з блоку пострадянських економік Схід-
ноєвропейського регіону. Результати моделювання також зведено 
у додатку табл. A.1. 
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Рис. 6.3.8. Динаміка ризику світових економік на основі  

лінійного апарату Харрод — Домара 
Джерело: розрахунки автора. 
 
Аналогічним чином динаміку загрози зростання капіталоміст-

кості одержимо за виразами (6.3.12) та (6.3.17). Необхідна стати-
стична інформація подана в додатку табл. Б. 1, а результати мо-
делювання показано на рис. 6.3.9. 
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Рис. 6.3.9. Моделювання капіталозабезпеченості світових економік  

на основі нелінійного рівняння Солоу 
Джерело: розрахунки автора на основі [5]. 
 
З рис. 6.3.9 зрозуміло, що три країни (Італія, Японія та Польща) 

переживають помірну стагнацію капіталозабезпеченості, і як ре-
зультат — сповільнення темпів економічного зростання. Канада, 
однак, слугує прикладом економіки, що суттєво нагромадила обсяг 
капіталу за період з 2000 по 2013 рр., забезпечуючи у такий спосіб 
стале економічне зростання. Скориставшись виразом (6.3.18), мати-
мемо результати числових розрахунків, наведені на рис. 6.3.10. 

Динаміка загрози зростання капіталозабезпеченості цих країн 
суттєво не відрізняється від значень рис. 6.3.8. Канада характери-
зується низькою мірою загрози та впевненим економічним трен-
дом. Сповільнення економічного зростання у період 2001–
2005 рр. стало тривожним сигналом для експоненційної траєкто-
рії капіталозабезпеченості, в результаті чого, темпи приросту об-
сягу капіталу підвищились і лишаються стабільно високими. По-
дібною поведінкою до канадської економіки володіє національна 
економіка Італії. Передусім воно характеризується поступовою 
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стабілізацією тренду та низькими темпами приросту обсягу капі-
талу. Японія також характеризується високою невизначеністю та 
несталістю динаміки капіталозабезпеченості, яку можна помітити 
з волатильності інтегральної кривої статистичних спостережень 
k(t). У Польщі, як вже було зазначено, відбувся перехід від висо-
ких темпів зростання доходу й обсягу основних засобів до помір-
них темпів. 
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Рис. 6.3.10. Динаміка ризику капіталозабезпеченості світових економік 

на основі нелінійного рівняння Солоу 
Джерело: розрахунки автора. 
 

6.3.2. Площинні динамічні моделі 

6.3.2.1. Аналітичне моделювання коеволюції офіційної  
й нелегальної економік 

За сутністю сектори (легальної) офіційної (ЛЕ) і (ті-
ньової) нелегальної (ТЕ) економік є конкуруючими або антагоні-
стичними в сенсі свого призначення. Відтак варто скористатися 
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відомою в науці моделлю «жертва — хижак», де в ролі жертви 
фігуруватиме ЛЕ, а хижака — ТЕ [86]. 

Нехай змінною 1 1( )x x t  описано обсяг ЛЕ суспільства,  
2 2 ( )x x t  — обсяг ТЕ. За відсутності нелегального сектору еко-

номіки стан офіційної економіки традиційно описується класич-

ним логістичним рівнянням 1 1 1 1 1( )x x a b x  , де 1
1

dxx
dt


  — похід-

на змінної 1x , скалярні коефіцієнти 1a , 1b  відображають, 
відповідно, фактори зростання і вичерпаності наявних можливос-
тей. Присутність ТЕ сприяє врахуванню не лише внутрішніх для 
ЛЕ можливостей, але вимагає взяти до відома зовнішні впливи 
пригнічуючого для офіційної економіки характеру. Припускаєть-
ся, що зазначене вище пропорційне білінійному добутку 1̀2 1 2b x x  з 
коефіцієнтом пропорційності 1̀2b . 

Вочевидь, подібні міркування справедливі стосовно впливу 
ЛЕ на ТЕ. Як результат, отримуємо таку нелінійну систему зви-
чайних диференційних рівнянь: 

 
2

1 1 1 12 2 1 1 1
2

2 2 2 21 1 2 2 2

x a x b x x c x
x a x b x x c x

  
   




 (6.3.26) 

Це так звана площинна точкова математична модель (ММ) 
економічної динаміки (типу моделі Вольтерра — Лотки), але з 
урахуванням явища конкуренції [48]. По суті має місце ще один 
приклад використання поняття конкуренції в реальній економіці. 
Саме конкуренція, будучи ознакою ринкової економіки, володіє 
різноманітними типами взаємодії між учасниками ринку (в на-
шому випадку — це симбіоз, хижацтво, аменсалізм тощо), що ре-
алізується знаками коефіцієнтів ММ (6.3.26). 

Стійкість динамічної моделі (6.3.26) детермінується співісну-
ванням між добутками внутрішньовидових факторів 1c , 2c  змен-
шування і міжвидових факторів 12b , 21b  пригнічуючого характеру 
[85]. Якщо виконується нерівність 12 21 1 2b b c c   , тобто внутріш-
ні чинники домінують (відіграють більшу роль) або мають вище 
значення, ніж фактори конкуренції, то на підґрунті ММ (6.3.26) 
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динаміки стверджується таке: можливе співіснування ЛЕ і ТЕ 
при деякому постійному співвідношенні між коефіцієнтами мо-
делі.  

Для зручності динамічну модель (6.3.26) перепишемо у вигляді  

 
2

1 1 2 1 1
2

2 2 1 2 2

x x aqx x apx
x x bpx x bqx
  

   




, (6.3.27) 

покладаючи: 1a   , 12b aq , 1c ap , 2a  , 12b bp , 2c bq . 
Над першим рівнянням ММ (6.3.27) виконуємо такі перетво-

рення: 

 

  

  

  

1 1 2

1 1 2
0

1
1 2

01

(ln ) ;

ln ( )
0

( )ln
(0)

t

t

d x a px qx
dt

t
x t a px qx dt

x t a px qx dt
x

   

    

 
     

 

. (6.3.28) 

Звідси випливає вираз 

    1 1 1 2
0

( ) (0) exp
t

x t x a px qx dt     . (6.3.29) 

Аналогічним чином отримуємо такий саме вираз для змін-
ної 2x : 

    2 2 1 2
0

( ) (0) exp
t

x t x b px qx dt    . (6.3.30) 

Мають місце рівності: 

     1 2 1 2
0 0

t t
a px qx dt a px qx dt t      ; 

     1 2 1 2
0 0

t t
b px qx dt b px qx dt t      . 

Оскільки виконуються рівності  aaZ Ze e  і   exp a ba b e e   , 
то справедливо записати таке: 
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    1 2 1 2
0 0

t t a
a px qx dt px qx dt

e e
   

   
 

; 

     1 2
0

1 2
0

exp
t b

t px qx dt
b px qx dt e

 
     

 
. 

Тоді вирази (6.3.29) і (6.3.30), відповідно, набувають вигляду: 

      1 1 1 2 1 1 2
0 0

( ) (0) exp (0) exp ;
at t

at tx t x a px qx dt e x px qx dt e          

       1 1
1 1 1 2

0
( ) (0) exp

tt
aa ax t x px qx dt e


    .  (6.3.31) 

Аналогічно 

       1 1
2 2 1 2

0
( ) (0) exp

tt
bb bx t x px qx dt e


    . (6.3.32) 

Відношення останніх двох виразів записується  

 
 

 
      

1 1
1 1

1 1
0

2 2

( ) (0) exp exp
( ) (0)

ta a

b b

x t x b a tt C
a b abx t x

         
 

, 

де величина С є стала інтегрування. Останній вираз піднесемо до 

степеня ab і отримаємо   1

2

exp
b

ab
a

x C b a t
x

      — загальний ін-

теграл динамічної моделі (6.3.27). Звідси випливає функціональ-
на залежність рівня обсягу ЛЕ від ТЕ, яка записується  

  1 2 exp
a ab ax x C t

b
       
 

; (6.3.33) 

навпаки — залежність рівня обсягу ТЕ від ЛЕ матиме вигляд 

  2 1 exp
b ba bx x C t

a
        

 
. (6.3.34) 
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Одержані формули засвідчують про таке: 
а) коли справджується нерівність, то спостерігається спад ви-

робництва (рецесія економіки) з плином часу; 
b) якщо виконується нерівність — спостерігається зменшення 

обсягу ТЕ; 
c) дозволяють прогнозувати обсяги ЛЕ і ТЕ для довільного 

моменту часу t, заздалегідь вибираючи числові значення коефіці-
єнтів динамічної моделі. 

Економіко-математичне моделювання динамічного режиму 
значно спрощується [85], якщо здійснити перехід до так званої 
безрозмірної моделі. У нашому випадку заміною змінних t a

 ; 

1 1x u
ap


 ; 2 2x u
bq


  отримаємо динамічну модель у безрозмірно-

му вигляді: 

 1 1 1 1 2

2 2 2 2 1

(1 )
(1 )

u u u u
u u u u

   
    


 ; (6.3.35) 

де величини 1
a
b


  


; 
 


; 2

b
a


  


 — скалярні коефіцієн-

ти. Остаточно величини 1  і 2  записуємо 1
a
b

   ; 2
b
a

 


. Має 

місце рівність 1 2 1    . 
Зауважимо, що, на відміну від початкової ММ (6.3.27), безро-

змірна динамічна модель (6.3.35) володіє лише трьома скалярами. 
Перепишемо формулу (6.3.33) в безрозмірних координатах, 

користуючись вказаною вище заміною змінних. Після очевидних 
перетворень вона набуває вигляду: 

  1 2 1exp 1
a

b
aapu u C

bq
          

. 

Отже, обсяг офіційної економіки зростатиме за умови 1 1  . 
Аналогічно формула (6.3.34), якою оцінюється обсяг тіньової 

економіки, має вигляд: 
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 2 1 exp
b

a
bbq bu u C

ap a
              

. 

Обсяг ТЕ зменшуватиметься, коли матиме місце нерівність: 

0b a b
a

        
. 

На рис. 6.3.11 відображено динаміку рівня тіньової економіки 
у відсотках від обсягу офіційного ВВП [62]. 

 
Рис. 6.3.11. Динаміка рівня тіньової економіки за окремими методами, 

% від обсягу офіційного ВВП [62] 

Деякі результати обчислювального експерименту за різних 
початкових умов та параметрів з використанням динамічної мо-
делі (6.3.35) взаємодії ЛЕ і ТЕ наведено на рис. 6.3.12 та 6.3.13 
( ,1iZ  — час, ,2iZ  — рівень ЛЕ, ,3iZ  — рівень ТЕ). Розрахунки бу-
ло проведено за допомогою програмного пакета MathCad 14 і є 
авторською розробкою. 
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Рис. 6.3.12. Інтегральні криві (зліва) та фазовий портрет (справа) ММ (6.3.35) 

Джерело: авторська розробка. 

 
Рис. 6.3.13. Інтегральні криві (зліва) та фазовий портрет (справа) ММ (6.3.35) 

Джерело: авторська розробка. 

Таким чином, у розглянутому дослідженні механізм взаємодії 
офіційної й нелегальної економік відтворено з використанням 
однієї з точкових математичних моделей нелінійної динаміки. 
Для динамічної площинної моделі отримано аналітичний розв’я-
зок, на підґрунті якого здійснюється прогнозування взаємозалеж-
них обсягів ЛЕ і ТЕ у будь-який момент часу. Сформульовано 
умови для коефіцієнтів динамічної моделі, за виконання яких від-
бувається зростання обсягу ЛЕ або спостерігається рецесія еко-
номіки та має місце зменшення обсягу ТЕ. 
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6.3.2.2. Оцінювання ризику в контексті еволюції  
макроекономічної системи на підґрунті матричної  
лінійної динамічної моделі 

Динамічна модель економічного зростання типу Хар-
рода — Домара зі споживанням у найбільш загальному вигляді 
записується таким чином [39]: 

 
( ) ( )( )dY t dC ta Y t

dt dt
   , (6.3.36) 

де Y(t) — національний дохід у момент часу t; a — гранична про-
дуктивність капіталу; C(t) — невиробниче споживання у момент 
часу t. 

Динаміка обсягу споживання C(t) задається екзогенно. Цей показ-
ник може вважатися постійним у часі, зростати з заданим постійним 
темпом або мати якусь іншу динаміку (у перших двох випадках на-
багато простіше отримати розв’язок моделі) [145, с. 44-45]. 

У праці [95] відображено узагальнення одновимірної моделі 
(6.3.36) шляхом її представлення у матричній формі. Подібна мо-
дифікація дає змогу описувати систему з довільним числом змін-
них. Нижче наведено варіант матричної форми динамічної моделі 
Харрода — Домара з незмінним темпом приросту невиробничого 
споживання: 

 ( ) ( )Y t A Y t B   , (6.3.37) 

де Y(t) — вектор-стовпчик значення змінних моделі у момент ча-
су t розмірності n×1; A — матриця коефіцієнтів, що описують лі-
нійні взаємозв’язки між кожною парою змінних, розмірності n × n; 
B — вектор-стовпчик незалежного приросту змінних (багатови-
мірний аналог приросту споживання) розмірності n×1; n — кіль-
кість змінних моделі, що представляють різні макроекономічні 
показники. 

Оскільки в реальній економіці спостерігається лаг між зміною 
чинників та їх впливом на показники, наприклад, запізнення приро-
сту доходу по відношенню до інвестицій, що зумовили даний при-
ріст, доцільно вдосконалити модель (6.3.37) з метою врахування ла-
гових явищ. Тоді система (6.3.37) набуватиме такого вигляду: 

 ( ) ( )Y t A Y t B     , (6.3.38) 
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де Y(t) — вектор-стовпчик значень змінних моделі у момент t; 
A — матриця коефіцієнтів лінійних взаємозв’язків змінних; 
τ ≥ 0 — величина лагу взаємозв’язку змінних; B — вектор-
стовпчик незалежного приросту змінних. 

Модель (6.3.38) являє собою систему диференційних рівнянь. 
Для пошуку розв’язку даної системи її необхідно переписати та-
ким чином, щоб позбутися запізнення (–τ) у складі аргументу 
функції Y(t – τ). У праці [104, с. 795] подібне перетворення вико-
нувалось за допомогою ряду Тейлора. Нагадаємо, що рядом Тей-
лора для функції f(x) називається степеневий ряд такого вигляду: 

 
( )

1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...
1! 2! !

n
nf a f a f af x f a x a x a x a

n
 

         , (6.3.39) 

де f(x) — функція, що нескінченно диференційована в околі точ-
ки a. 

Виконаємо розклад функції Y(t – τ) в околі точки t в ряд Тей-
лора, використовуючи лише лінійні доданки (похідні першого 
порядку): 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1
Y t t tY t Y t Y t Y t
             , (6.3.40) 

Підставляючи праву частину виразу (6.3.40) у рівняння 
(6.3.38), отримуємо: 

( ) ( ) ( )Y t A Y t A Y t B        , або 
( ) ( ) ( )Y t A Y t A Y t B        , і нарешті: 

( ) ( ) ( )E A Y t A Y t B       , тобто 
1 1( ) ( ) ( ) ( )Y t E A A Y t E A B             , (6.3.41) 

де ( )Y t  — похідна ( )Y t  по часу t; E — одинична матриця тієї ж 
розмірності, що й матриця A. 

Інтегруванням рівняння (6.3.41) по незалежній змінній t отри-
мується його аналітичний розв’язок: 

 
1 1( ) 1 ( )

0( ) ( ) ( )E A A t E A A tY t e Y E A e E B
                , (6.3.42) 

де Y(t) — вектор-стовпчик значень змінних моделі у момент часу 

t; 
1( )E A A te
   — експонента матриці 1( )E A A t     ; E — оди-

нична матриця, τ — скалярна величина лагу, A– матриця коефіці-
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єнтів лінійних взаємозв’язків змінних; t — момент часу, для яко-
го розв’язується рівняння; 0Y  — вектор-стовпчик значень змінних 
у момент t = 0; B — вектор-стовпчик незалежного приросту змін-
них; n — кількість змінних моделі. 

Динаміка змінних моделі (6.3.42) залежить від конкретних 
значень матриці A, векторів 0Y  і B, а також від величини лагу τ. 
Для відтворення реальної динаміки національної економіки у ко-
ординатах «ВВП — податки» на підґрунті моделі (6.3.42) необхі-
дно знайти такі значення A, B і τ, щоб розрахункові значення змін-
них Y(t) максимально наближалися до реальних значень відповідних 
показників для кожного часового періоду. Значення скалярних ком-
понент вектора 0Y  встановлюються на рівні статистичних значень 
показників, що відповідають першому періоду спостережень.  

Для вирішення даної задачі скористаємося однією із модифі-
кацій методу найменших квадратів (МНК). У зв’язку з неліній-
ним характером динаміки змінних моделі (6.3.42), для знахо-
дження достатнього наближення виникає необхідність в 
ітеративному процесі на базі МНК. 

Нехай 0  — вектор-стовпчик, що містить початкові значення 
налаштовуваних параметрів моделі (6.3.42): 

  0 11 12 21 22 1 2a a a a b b   , (6.3.43) 

де 11 12 21 22, , ,a a a a  — початкові значення матриці A, 1 2,b b  — почат-
кові значення вектора B; τ — початкове значення величини лагу. 

Початкові значення скалярних компонентів A і B обираються 
довільно в інтервалі [–1;1], а початкове значення лагу τ — емпі-
рично, виходячи з приблизної тривалості запізнення взаємовпли-
ву розглядуваних економічних змінних. Тоді результатом кожної 
ітерації МНК буде вектор-стовпчик i , що представляє необ-
хідну зміну значень параметрів моделі з метою наближення до 
цільової динаміки: 

 1i i i     , (6.3.44) 
де i  — вектор-стовпчик параметрів моделі на i-тій ітерації 
МНК; i  — результат i-тої ітерації МНК. 
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З наближенням розв’язків моделі (6.3.42) до цільової динаміки 
з використанням класичного МНК існує ризик виникнення хао-
тичних явищ, пов’язаних із проходженням розрахункової матриці 
через окіл однієї із точок її виродження. Подібна поведінка може 
спричинити низьку точність результатів МНК, тому для вирі-
шення задачі з оптимізації параметрів моделі (6.3.42) доцільно 
скористатися модифікацією методу МНК, відому як алгоритм 
Левенберга — Марквардта (в зарубіжній літературі часто фігурує 
назва методу DampedLeastSquares). Згідно із зазначеним алгорит-
мом розв’язок задачі оптимізації зводиться до такого рівняння 
[2, с. 39]: 

   12T TJ J J I e
     , (6.3.45) 

де   — вектор-стовпчик розмірності p×1, що представляє зміну 

параметрів системи наприкінці даної ітерації;   i
ij

j

eJ J
     
  

 — 

матриця Якобі розмірності m×p, що характеризує величину зміни 
помилки ie  у разі нескінченно малої зміни значення параметра 

j ; 1,i m , 1,j p , λ ≥ 0 — демпфуюча константа, значення якої 
вибирається емпірично і повинно бути якомога меншим, але до-
статньо великим, щоб усунути нестійкість в околі точки виро-
дження матриці TJ J ; e — вектор-стовпчик розмірності m×1, що 
представляє помилку по кожному із критеріїв оптимізації; m — 
кількість критеріїв оптимізації; p — кількість параметрів систе-
ми, що оптимізуються. 

У розглядуваній задачі оптимізації помилкою обрано суму 
квадратів відхилень розрахункових значень від статистичних для 
кожної зі змінних моделі (6.3.42): 

  2( ) ( )

1

T i i
i t t

t
e Y Y


   , (6.3.46) 

де ie  — і-й елемент вектора помилокe, 1,2i  ; ( )i
tY  — розрахун-

кове значення i-го показника за період t; ( )i
tY – цільове (статисти-

чне) значення i-го показника за період t; T — кількість періодів 
спостереження. 
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Оскільки аналітичний розрахунок похідних помилки e моделі 
(6.3.42) по кожному з її налаштовуваних параметрів i  є занадто 
складною математичною задачею, для пошуку елементів матриці 

Якобі   i
ij

j

eJ
    
  

 використовується числовий метод розрахунку 

похідних. У такому випадку значення елементів матриці Якобі 
обчислюються за формулою: 

   1 1 1 1( ,..., , , ,..., ) ( ,..., )i j j j p i p
ij

e h e
J

h
         

 , (6.3.47) 

де  ijJ  — елемент матриці J, що розташований на перетині i-го 
рядка та j-го стовпчика, 1,i m , 1,j p ; (...)ie  — величина помил-
ки i-го показника при заданих значеннях параметрів моделі 
(6.3.42); j  — значення параметра моделі (6.3.42), що оптимізу-
ється; h — крок обчислення похідної, значення якого повинно 
обиратися якомога меншим, але й достатньо великим, щоб похиб- 
ка комп’ютерного обчислення залишалась на прийнятному рівні; 
m = 2 — кількість змінних моделі (6.3.42); p = 7 — кількість па-
раметрів моделі (6.3.42), що підлягають оптимізації. 

Розглянемо статистичні дані розвитку української економі-
ки, на базі яких можна відтворити динаміку еволюції національ- 
ної економіки в координатах «ВВП — податки». У табл. 6.3.3 
подано значення номінальних обсягів ВВП та доходів до зве-
деного державного бюджету за 1996–2016 рр., а також реальні 
обсяги відповідних показників у цінах 1996 р., що дають змогу 
оцінити їх динаміку з урахуванням інфляції. 

З метою більш коректного (з позицій математичного моделю-
вання) представлення даних наявні часові ряди макроекономіч-
них показників варто нормалізувати. Нами використано формулу 
нормалізації для ВВП: 

 
( )

( )
( )

1,
min( )

s
n t

t s
ii T

YY
Y



 , (6.3.48) 
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де ( )n
tY  — нормалізоване значення ВВП за t-ий період; ( )s

tY  — 
значення реального ВВП за t-ий період; T — кількість періодів 
спостережень. 

Таблиця 6.3.3 
ПОКАЗНИКИ МАКРОЕКОНОМІЧНОГО РОЗВИТКУ УКРАЇНИ за 1996–2016 рр. 

Рік 
Номіналь-
ний обсяг 

ВВП, 
млрд. грн. 

Номіналь-
ний обсяг 
податків*, 
млрд. грн. 

Дефлятор 
ВВП, % 

Акумульо-
ваний  
дефля-

тор**, % 

Реальний 
обсяг ВВП, 
млрд. грн. 

Реальний 
обсяг  

податків, 
млрд. грн. 

1996 81.519 30.200 – 100.0 81.519 30.200 
1997 93.365 28.100 118.1 118.1 79.056 23.793 
1998 102.593 28.900 112.1 132.4 77.493 21.829 
1999 130.442 32.900 127.3 168.5 77.399 19.521 
2000 176.128 49.100 123.1 207.5 84.896 23.667 
2001 211.175 54.900 110.2 228.6 92.367 24.013 
2002 234.138 61.900 105.3 240.7 97.257 25.712 
2003 277.355 75.300 108.2 260.5 106.477 28.908 
2004 357.544 91.500 115.3 300.3 119.048 30.466 
2005 457.325 134.200 124.1 372.7 122.700 36.006 
2006 565.018 171.800 114.9 428.3 131.936 40.116 
2007 751.106 219.900 122.8 525.9 142.824 41.814 
2008 990.819 297.893 129.0 678.4 146.051 43.911 
2009 947.042 272.967 112.6 763.9 123.977 35.734 
2010 1120.585 314.506 113.7 868.5 129.020 36.211 
2011 1349.178 398.554 114.2 991.9 136.024 40.182 
2012 1459.096 445.525 107.8 1069.2 136.462 41.668 
2013 1465.198 442.789 104.3 1115.2 131.383 39.705 
2014 1586.915 456.067 115.9 1292.5 122.776 35.285 
2015 1988.544 652.031 138.9 1795.3 110.763 36.318 
2016 2383.182 782.74 117.1 2102.3 113.360 37.233 

* Під податками маються на увазі доходи до зведеного державного бю-
джету. 

** Під акумульованим дефлятором мають на увазі дефлятор ВВП з 1996 р. 
як базового періоду. 

Джерело: розрахунки автора на основі [176, 177]. 
 
Для розрахунку нормалізованих значень податків було вико-

ристано ту ж базу нормалізації, що й у випадку з ВВП, що обу-
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мовлено необхідністю збереження співвідношення між обсягами 
ВВП та податків у нормалізованих часових рядах:

 
 

( )
( )

( )

1,
min( )

s
n t

t s
ii T

GG
Y



 , (6.3.49) 

де ( )n
tG  — нормалізоване значення податків за t-й період; ( )s

tG  — 
значення реального обсягу доходів до зведеного державного бю-
джету за t-й період; ( )s

iY  — значення реального ВВП за i-й період; 
T — кількість періодів спостережень. 

Результатом нормалізації вихідних рядів статистичних даних є 
часові ряди, представлені у табл. 6.3.4. 

Таблиця 6.3.4 
НОРМАЛІЗОВАНІ ЗНАЧЕННЯ ПОКАЗНИКІВ МАКРОЕКОНОМІЧНОГО  

РОЗВИТКУ УКРАЇНИ за 1996–2016 рр. 

Рік Нормалізовані значення 
реального обсягу ВВП 

Нормалізовані значення реального об-
сягу доходів до зведеного державного 

бюджету 
1996 1.053 0.390 
1997 1.021 0.307 
1998 1.001 0.282 
1999 1.000 0.252 
2000 1.097 0.306 
2001 1.193 0.310 
2002 1.257 0.332 
2003 1.376 0.373 
2004 1.538 0.394 
2005 1.585 0.465 
2006 1.705 0.518 
2007 1.845 0.540 
2008 1.887 0.567 
2009 1.602 0.462 
2010 1.667 0.468 
2011 1.757 0.519 
2012 1.763 0.538 
2013 1.697 0.513 
2014 1.586 0.456 
2015 1.431 0.469 
2016 1.465 0.481 
Джерело: розрахунки автора 
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Для подальшого моделювання динаміки української економі-
ки на підґрунті (6.3.42) було виконано комп’ютерну реалізацію 
математичного інструментарію (6.3.44)–(6.3.47) у програмному 
пакеті Mathcad 14. Для розв’язку задачі оптимізації моделі 
(6.3.42) використано значення параметрів оптимізаційного алго-

ритму: 
0.15 0.10
0.05 0.05

A
    

 — початкова матриця коефіцієнтів лі-

нійних взаємозв’язків між змінними, 
0.85
0.00

B    
 

 — початковий 

вектор незалежного приросту змінних, τ = 2.5 — початкова вели-
чина лагу взаємозв’язку між змінними, λ = 0.1 — демпфуюча 
константа, h = 0.00001 — крок обчислення елементів матриці 
Якобі. 

Особливу увагу слід приділити обґрунтуванню вищезазна-
ченого вибору початкового значення τ. Глибокий економіко-
математичний аналіз проблеми лагу між виникненням інвести-
ційних потоків та відповідним приростом валового випуску 
продукції в межах української економіки було проведено у 
праці [226], де з використанням економетричних моделей 
встановлено, що для більшості галузей економіки України спо-
стерігається лаг в межах від 2 до 3 років. На підставі цих даних 
вирішено використовувати значення лагу, рівне 2,5 року, на 
початковій ітерації на базі рівняння (6.3.45) з припущенням, 
що вказане значення з великою ймовірністю сприятиме най-
більш швидкій і точній збіжності моделі (6.3.42) з цільовою 
динамікою змінних. 

У результаті проведення 211 ітерацій методу (6.3.45) отрима-
но наступний вектор, що містить оптимізовані значення парамет-
рів моделі (числа округлені до третього знаку після коми): 

 211 0.047 0.398 0.080 0.308 0.134 0.119 2.462      , (6.3.50) 

Згідно зі значеннями скалярних компонент вектора (6.3.50), 
оптимізовані параметри моделі (6.3.42) отримують такі значення: 

0.047 0.398
0.080 0.308

A
     

, 
0.134
0.119

B     
, 2.462  . Вектор початкових 
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значень змінних дорівнює 0
1.053
0.390

Y    
 

. Підставивши вказані зна-

чення параметрів в аналітичний розв’язок (6.3.42) динамічної мо-
делі (6.3.41), отримуємо числові закономірності (6.3.51), якими 
описується еволюція макроекономічної динаміки України у ко-
ординатах «ВВП — податки» за 1996–2016 рр. 

( ) 0.164 0.979 1.053 0.595 2.410
exp

( ) 0.196 0.478 0.390 0.483 2.177
y t

t
g t

                             
 

 
0.164 0.979 1 0 0.134

exp
0.196 0.478 0 1 0.119

t
                         

, (6.3.51) 

де y(t) — значення обсягу ВВП у момент часу t; g(t) — значення 
обсягу податків у момент часу t;  exp ...  — експонента матриці; 
t ≥ 0 — розглядуваний момент часу. 

Проаналізувавши отримані значення скалярних компонент 
матриці A, можна зробити висновок, що за розглядуваний період 
виробничі потужності української економіки схильні до постій-
ного, хоча і незначного спаду в результаті перевищення аморти-
зації над інвестиціями в капітал 11( 0.047 0)a     . Податкове на-
вантаження справляє істотно більший негативний вплив на 
накопичення національного капіталу 12( 0.398 0)a    . Динаміка 
доходів до державного бюджету, як і варто було очікувати, пере-
буває у прямо пропорційній залежності від обсягу національного 
доходу 21( 0.080 0)a   . А державний сектор економіки не є са-
модостатнім: доходи до державного бюджету не збільшуються в 
результаті використання бюджетних коштів, а, навпаки, схильні 
до швидкого зниження 22( 0.308 0)a    . 

Аналіз отриманих значень вектора B вказує на значне зрос-
тання ВВП за рахунок зростання невиробничого споживання 

1( 0.134)b  , а також істотне скорочення доходів до державного 
бюджету через чинники, не враховані у моделі 2( 0.119)b   . Усе-
реднена тривалість запізнення між зміною розглядуваних показ-
ників (національного доходу та податків) та їх впливом один на 



Ю. В. Коляда  328

одного становить τ = 2,462 роки. Підкреслимо, що даний лаг та-
кож стосується впливу змінних самих на себе, наприклад, інвес-
тування у капітал за рахунок доходів приватного сектору, що зу-
мовлюватиме майбутнє зростання виробничих потужностей і 
подальше збільшення доходів. 

На основі моделі (6.3.51) отримано розрахункові значення об-
сягів ВВП та доходів до зведеного державного бюджету за 1996–
2016 рр. (діапазон незалежної змінної t = [0; 20]), динаміка яких 
представлена на рис. 6.3.14. З метою порівняння на графіку та-
кож показано динаміку нормалізованих реальних значень зазна-
чених показників за табл. 6.3.4. Крім того, було проведено екст-
раполяцію обсягів ВВП та податків на три роки після останнього 
періоду (t = [20; 23]), що дало змогу зробити прогноз їх динаміки 
на 2017–2019 рр., який також подано на рис. 6.3.14. Наголосимо, 
що подібно до лінійних регресійних моделей, розглядувана мо-
дель довгострокового розвитку дає можливість отримати лише 
очікуваний тренд, хоча його точність значно вища порівняно з 
результатами моделей типу лінійної регресії. 

 

 
Рис. 6.3.14. Динаміка розрахункових та нормалізованих реальних  
значень ВВП і доходів до зведеного державного бюджету України  

за 1996–2019 рр. 
Джерело: власні розрахунки. 
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Для більш ґрунтовного аналізу української економіки доцільно 
оцінювати ризик по кожній із координат моделі (6.3.51). Для вико-
нання даної задачі було використано формули, наведені нижче. 

 
   

 

2 2( ) ( )
( )

* 2( )
2

j j
k gj

j
a

m m
r

m


  , (6.3.52) 

де ( )
*

jr  — величина ризику для j-го показника; 1,j s , s — кіль-
кість показників (залежних змінних) розглядуваної моделі; 

( )j
km  — середнє квадратичне значень j-го показника; ( )j

gm  — се-
реднє геометричне значень j-го показника; ( )j

am  — середнє ариф-
метичне значень j-го показника, тобто 
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1 nj j
k i

i
m x

n 
   , (6.3.53) 

де ( )j
km  — середнє квадратичне значень j-го показника; ( )j

ix  — 
значення j-го показника за i-й період; n — кількість рівнів часо-
вого ряду. 

 ( ) ( )

1

nj jn
g i

i
m x


  , (6.3.54) 

де ( )j
gm  — середнє геометричне значень j-го показника; ( )j

ix  — 
значення j-го показника за i-й період; n — кількість рівнів часо-
вого ряду. 

 ( ) ( )

1

1 nj j
a i

i
m x

n 
   , (6.3.55) 

де ( )j
am  — середнє арифметичне значень j-го показника; ( )j

ix  — 
значення j-го показника за i-й період; n — кількість рівнів часо-
вого ряду. Кожен із показників ступеня ризику, оцінений згідно з 
(6.3.52), може набувати значення в інтервалі від 0 до 1. 

За формулою (6.3.52) з використанням значень показників мо-
делі (6.3.51), розрахованих для періоду 1996–2016 рр. (діапазон 
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незалежної змінноїt = [0; 20]), отримано такі величини ризику: 
(1)

* 0.330r   — для ВВП, (2)
* 0.418r   — для податків. Для періоду 

1996–2019 рр., що включає прогнозовані значення показників на 
майбутні роки (діапазон незалежної змінної t = [0; 23]), ризик на-
буває значень (1)

* 0.311r   і (2)
* 0.395r   для ВВП та податків відпо-

відно. Незважаючи на критичні значення ризику, наведені ре-
зультати вказують на очікуване його зниження — збільшення 
стійкості динаміки розвитку української економіки у найближчі 
роки. 

Отже, у модифікації (6.3.42) класичної динамічної лінійної 
моделі Харрода — Домара (6.3.36) успішно усунено такі принци-
пові недоліки вихідної моделі, як одновимірність та безлагова ре-
алізація впливу чинників на показники. Для відтворення реальної 
динаміки економічних показників на базі методу найменших 
квадратів розглянуто математично-програмний інструментарій, 
що дозволяє знаходити оптимальні значення параметрів зазначе-
ної моделі. З використанням даного інструментарію на підґрунті 
статистичних даних української економіки за 1996–2016 рр. 
отримано модель (6.3.51), що описує динаміку розвитку економі-
ки України у координатах «ВВП — податки». Параметрам моделі 
надано економічну інтерпретацію. Побудовано прогноз динаміки 
вказаних показників на 2017–2019 рр. Проведено оцінювання так 
званого покоординатного ризику для кожного із показників еко-
номічної системи. 

Можна виокремити перспективи подальших досліджень у на-
прямі вдосконалення представленої модифікації моделі Харрода — 
Домара. По-перше, дослідницький інтерес становить подальше 
збільшення числа залежних змінних динамічної моделі з метою 
більш цілісного опису макроекономічної системи. По-друге, до-
цільно провести деталізацію величини лагу по кожній із залежних 
змінних моделі, оскільки використання єдиної величини для всіх 
показників є істотним спрощенням об’єкта моделювання. По-третє, 
автоматизація процедур пошуку оптимальних значень параметрів 
моделі має принципове значення для класу динамічних моделей 
на базі диференціальних рівнянь, тому актуальною залишається 
проблема вдосконалення математичного і програмного інструме-
нтарію оптимізації параметрів моделі з метою відтворення цільо-
вої динаміки показників. 
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6.4. Деякі аспекти економічної безпеки суспільства 

6.4.1. Прогнозування ризику валютної паніки  
за допомогою динамічної моделі 

На економічну безпеку суспільства серйозно впливає 
ситуація валютної паніки, коли одна частина людей штурмують 
банківські установи, подаючи негативний приклад іншій групі 
населення, тобто її інфікуючи. Лише третя частина людей не бере 
участь в ажіотажі. Фінансова паніка має всі риси епідемії. 

Зазначений епідеміологічний характер розвитку конфліктної 
ситуації у суспільстві дозволяє побудувати динамічну модель 
явища, користуючись відомими результатами у сфері медицини 
[16, 32, 44]. Нехай має місце таке: функція  y t описує ту частину 
членів суспільства, котрі бажають негайно придбати валюту, тоб-
то інфікованих вірусом панічних настроїв; функція  x t  для кож-
ного моменту часу t відповідає кількості осіб, серед яких може 
розповсюджуватися інфекція фінансового страху — потенційні 
носії вірусу; виконуються рівності:  x t n  і  y t a , де n і a ві-
дповідають початковому стану валютної паніки. Очевидне вико-
нання рівності: 

 x y n a    (6.4.1) 

для  0,t T   кожного моменту часу t на інтервалі існування 
явища валютної паніки. 

Будемо вважати, що вірус паніки передається безпосередньо 
при зустрічі осіб першої та другої частин населення, тобто він 
пропорційний добутку xy — білінійному закону взаємодії. 

Для проміжку часу Δt справедливо записати: 
    0 0 ( )x t t x t x y t x t x y             , (6.4.2) 

де величина β є коефіцієнт передачі панічних настроїв; ( ) dxx t
dt

  є 

похідна, або швидкість передачі паніки (її розповсюдження). Ура-
ховуючи рівність (6.4.1), динамічна модель (6.4.2) переписується 
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 0( ) ( ), ( )x t x n a x x t n       (6.4.3) 

як задача Коші з початковою умовою — математична модель 
(ММ) динаміки процесу поширення паніки у суспільстві. Для неї 
елементарно записується аналітичний розв’язок 

 
 
( )( )

exp ( )
n n ax t

n a n a t
 


     

, (6.4.4) 

який надає закон спадання чисельності потенційних носіїв паніки. 
Із рівності (6.4.1) через вирахування виразу (6.4.4) випливає 

закон збільшення кількості панікуючих: 

 
 

 
( ) exp ( )( )

exp ( )
n a a n a ty t

n a n a t
      


     

. (6.4.5) 

Цей результат іншими міркуваннями було отримано в 
[155, с. 234]. Володіючи функціями  x t  і  y t , легко розрахува-
ти ймовірність поширення панічних слухів, яка виступає кількіс-
ною оцінкою рівня відповідного ризику. 

Зазначимо, що через вплив засобів масової інформації реаль-
ний процес поширення паніки може відрізнятися від білінійного 
закону. 

Для більш повного відтворення реальний подій припустимо 
існування функції  z t , яка відповідає чисельності групи осіб з 
імунітетом до паніки, тобто тих, що вже придбали валюту 
(  0 0z t z ). Вочевидь, виконується рівність 

 0x y z n a z N      . (6.4.1а) 

У випадку перевищення порогового рівня y* паніки швидкість 
змінюваності тих, хто піддається панічним слухам, описується 
рівнянням (3.4.2). Швидкість змінюваності кількості тих, хто вже 
піддався впливу панічних слухів, тобто інфікованих, складається 
з прибутку  x y    і убутку  y  , де величина γ — так званий 
коефіцієнт придбання валюти. Математично вищесказане запису-
ється: 

 ( )y t x y y       . (6.4.6) 
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Оскільки з множини бажаючих лише частка купує валюту, то 
швидкість змінюваності чисельності таких осіб з імунітетом опи-
сується: 

 ( )z t y   . (6.4.7) 

Сукупність виразів (6.4.2), (6.4.6) і (6.4.7) утворює динамічну 
модель валютної паніки 

 
x x y
y x y y
z y

   
       
   





 (6.4.8) 

з початковими умовами: 0( )x t n ; 0( )y t a ; 0 0( )z t z . 
Стосовно ММ (4.4.8) відомо таке. Чисельність інфікованих і 

тих, хто піддається вірусу паніки, описуються [32] відповідними 
виразами: 

 ln lny x x a n n 
      

 
 (6.4.9) 

і  expx n z
   


. (6.4.10) 

Підстановкою (6.4.10) і виразу функції )(ty , що отримуються 
з (6.4.9), до третього рівняння динамічної моделі дістанемо нелі-
нійне диференціальне рівняння 

  ( ) expz t n a z n z t               
 , (6.4.11) 

яке інтегрується числовими методами або за допомогою розви-

нення нелінійної функції exp z t    
 

 в ряд Маклорена. Підста-

новкою до рівності (6.4.10) або (6.4.9) наближеного розв’язку 
( )z t  для кожного моменту часу матимемо числові значення фун-

кцій ( )x t  і ( )y t . 
Інша можливість проявляється в отриманні оцінки зверху для 

функції ( )z t  : має місце диференціальна нерівність 
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  ( )z t n a z      при нехтуванні для правої частини (6.4.11) 

від’ємним доданком expn z t     
 

; диференціальна нерівність 

легко інтегрується: 

    0( ) ( ) 1 exp expz t n a t z t          . 

Таким чином, встановлені вище вирази функцій ( )x t , ( )y t , 
( )z t  від незалежної змінної t описують еволюцію конфліктної си-

туації з плином часу. 
Знайдемо єдиний розв’язок ММ, оскільки праві частини рів-

нянь динамічної моделі (6.4.8) задовольняють умовам відповідної 
теореми (функції ( , , , )if x y z t , i = 1, 2, 3) неперервні разом зі свої-
ми частинними похідними для деякої замкненої області. 

Здійснюється редукція динамічної моделі (6.4.8): діленням 
першого рівняння системи (6.4.8) на її третє матимемо диферен-

ціальне рівняння з розділеними змінними dx x
dz


  


; його зага-

льний інтеграл — 1ln x z c
   


. Стала 1c  інтегрування прийма-

ється такою: 1 0lnc n z
  


. Тоді шуканий розв’язок набуває 

вигляду 

  0( ) expx z n z z     
 

 (6.4.12) 

після очевидних перетворень. 
Діленням другого рівняння ММ (6.4.8) на її третє отримується 

диференціальне рівняння 

 01 exp 1dy dyx n z z
dz dz

             
   

, 

розв’язок якого записується: 

 0 2( ) ( 1) expy z n z z z c          
. 
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Константа 2 0c N f n z     в силу припущень. Таким чином, 
отримується 

  0( ) expy z N n z z z       
 

. (6.4.13) 

Формули (6.4.12) і (6.4.13) являють собою закони змінюванос-
ті кількості учасників панічних подій залежно від кількості влас-
ників валюти. Вони вказують на те, що зі зростанням числа z влас-
ників валюти кількість ( )y z  жадаючих її набути і число ( )x z  
схильних це зробити, спадають, що цілком зрозуміло і природньо. 

Володіючи функціональними залежностями змінюваності чи-
сла учасників подій, на підставі класичного визначення ймовір-
ності можна розрахувати числову міру еволюції процесу валют-
ної паніки (ризики різного характеру). Зокрема, одна з кількісних 

оцінок рівня ризику W може визначатися за виразом ( )y zW
N

 . 

Отже, на підставі отриманих вище результатів, вибираючи чи-
слові параметри динамічної моделі, можна розглядати превенти-
вні сценарії економічної безпеки суспільства у випадку ситуації 
валютної паніки. 

6.4.2. Аналітичне оцінювання динаміки ризику  
економічної еволюції з урахуванням корупції  
та тіньової економіки 

В центрі уваги будь-якого суспільства стоїть питання 
його економічної безпеки — викорінення потворних явищ кору-
пції та тіньової економіки, якими супроводжується легальний 
економічний процес. В той же час вони є вічними супутниками 
економічного життя. Інтерес суспільства до вивчення соціально 
значимих (негативних) явищ неминучий, бо саме вони детермі-
нують ступінь економічної безпеки і впливають на прийняття ви-
важених управлінських рішень. 

На базі аналогій між досліджуваною нами проблемою та відо-
мою задачею з математичної біології [43] щодо співіснування 
популяцій трьох залежних один від одного видів пропонується 
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математична модель(ММ) динаміки взаємодії корупції, тіньової 
та легальної економік. 

Попередньо приймемо таку гіпотезу: корупція живиться ті-
ньовою економікою, котра, зокрема, співіснує з легальною еко-
номікою, водночас зростання останньої нічим не обмежується. 
Вважатимемо також, що корупція значно зменшується за відсут-
ності тіньової економіки. Звичайно, висловлені вище припущен-
ня не відображають у всій повноті взаємозв’язки і взаємовпливи 
між корупцією і тіньовою економікою, які паразитують на тілі 
легально діючої економіки. Необхідно наголосити, що в науковій 
літературі вивченню цих складових економічного процесу приді-
ляється ще недостатньо уваги. 

Слушно синтезувати таку математичну модель (ММ) неліній-
ної парадигми еволюції економіки в координатах: корупція — 

1 1( )N t N , тіньова економіка — 2 2( )N t N  і легальна економі-
ка — 3 3( )N t N , яку можна представити у вигляді системи зви-
чайних диференціальних рівнянь (ЗДР) першого порядку: 

 

 

 

 

1
1 1 2 1

1

2
2 2 1 3 2

2

3
3 3 2 3

3

dN aN N
dt
dN aN bN N
dt

dN bN N
dt

    

     


    

, (6.4.14) 

де величини 1 , 2 , 3  відповідно є характерними проміжками 
часу стосовно релаксації змінних моделі; i  (i=1,2,3), a, b — від-
повідні числові коефіцієнти моделі; вважатимемо, що 1 , 2 , 3 , 

1 , 2 , 3 , b > 0. Приймемо також гіпотезу, що функції ( )iN t  
(i = 1, 2, 3) диференційовані, а їхні числові значення відповідають 
обсягам корупції, тіньової та легальної економік у деякий момент 
часу t. 

Сутність системи рівнянь (6.4.14) є досить прозорою й очеви-
дною. Дійсно, характер зростання обсягів легальної економіки є 
експоненціальним за відсутності тіньової економіки, що випли-
ває з третього рівняння моделі. Водночас, зростання обсягів ті-
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ньової економіки гальмує зростання обсягів легальної економіки, 
що відображається відповідним доданком 2bN . Щодо другого рів-
няння системи (6.4.14), то за відсутності змінної 3N  рівень обсягів 
тіньової економіки експоненційно спадає, оскільки з другого рів-
няння моделі випливає, що функція 2N  є функцією експоненціаль-
ного виду з від’ємним показником степеня. Насамкінець, аналізую-
чи перше рівняння системи (6.4.14), бачимо, що корупція 1N  
зникає, коли відсутня тіньова економіка (знову ж таки функція 1N  
експоненціального вигляду з від’ємним показником степеня). 

Для функцій ( )iN t  (i = 1, 2, 3), числові значення яких відо-
бражають обсяги корупції, тіньової та легальної економік, опи-
суються такими виразами: 

 1 1 0 2 1 0
1

( ) ( ) exp ( )aN t N t N t t  
          

, (6.4.15) 

де 2N  — середнє значення обсягів тіньової економіки за період 
0( )t t ; зрозуміло, що зростання тіньової економіки сприяє зрос-

танню обсягів корупції за рахунок доданка 2
1

a N


: 

 
  

   

2 2 0 2 0

1 0 3 0
2 2

( ) ( ) exp

exp exp

N t N t t t

a bN t t N t t

     

   
              

, (6.4.16) 

де 1N  і 3N  — середні величини обсягів корупції та легальної 
економіки (за період  0t t ); перший експоненціальний множ-
ник   2 0exp t t    свідчить про спадання рівня обсягів тіньо-
вої економіки з плином часу, що є прикметою самоорганізації ро-
зглядуваної економічної системи. Другий співмножник 

 1 0
2

exp a N t t 
    

 вказує на те, що корупція живиться за раху-

нок тіньової економіки, яка сплачує своєрідний податок 
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(від’ємний показник степеня). Третій експоненціальний співмнож-
ник засвідчує те, що тіньова економіка паразитує на тілі легаль-
ної економіки (співіснує з нею). Проаналізуємо аналітичний ви-
раз стосовно динаміки обсягів легальної економіки: 

  3 3 0 3 2 0
3

( ) ( ) exp bN t N t N t t  
          

. (6.4.17) 

З (6.4.17) випливає, зокрема, що зростання обсягів тіньової 
економіки негативно впливає на зростання обсягів легальної еко-
номіки, зменшуючи ці обсяги за рахунок від’ємного доданка 

2
3

b N


 експоненціальної функції. 

Метод отримання вищенаведених аналогічних виразів для 1N , 
2N , 3N  продемонструємо на прикладі отримання виразу функції 
2N  як найбільш громіздкого. Друге рівняння ММ (6.4.14) можна 

подати у такому вигляді: 

2
2 1 3

2 2

dN a bN N dt
dt

 
      

. 

Інтегруючи його, матимемо вираз: 

0

2
2 0 3 1

2 0 2 2

( )ln ( )
( )

t

t

N t b at t N N dt
N t

 
         

. 

Користуючись теоремою про середнє для визначеного інтег-
рала, приводимо останній вираз до такого вигляду: 

2
2 0 3 1 0

2 0 2 2

( )ln ( ) ( )
( )

N t b at t N N t t
N t

 
          

. 

Потенціюючи останнє рівняння, записуємо остаточний ре-
зультат (6.4.16): 
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  

   

2 2 0 2 0
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( ) ( ) exp
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N t N t t t

a bN t t N t t
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   
               

, 

де 2 0( )N t  — початкова умова, або стартова величина, обсягів ті-
ньової економіки. 

Зазначимо, що від рівностей (6.4.15) — (6.4.17) можна перей-
ти до оцінок зверху для обсягів корупції, тіньової та легальної 
економік, нехтуючи членами зі знаком мінус у рівняннях ММ 
(6.4.14). Відповідні нерівності матимуть вигляд: 

   1 1 0 2 0( ) ( ) expN t N t N t t    ; (6.4.15а) 

   2 2 0 3 0( ) ( ) expN t N t N t t    ; (6.4.16а) 

   3 3 0 3 0( ) ( ) expN t N t t t     . (6.4.17а) 

Зазначимо, що, зважаючи на нерівність (6.4.17а), аналітичні 
вирази оцінок (6.4.15а) і (6.4.16а) можна зробити більш зручними 
для аналізу, виключивши в них середні величини 3N  і 2N . 

Важливо також розглянути питання стосовно кількісного оці-
нювання рівня ризику взаємного співіснування відповідних обся-
гів тіньової та легальної економік, чинники яких сумісні, але мо-
жуть бути як залежними, так і незалежними. 

Як один із показників кількісного оцінювання рівня ризику ві-
зьмемо ймовірність співіснування відповідних обсягів тіньової та 
легальної економік (оцінка зверху). Нехай подія А відповідає тіньо-
вій економіці, а подія B — легальній економіці. З теореми додаван-
ня двох сумісних і незалежних подій має місце рівність [35]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A P B     , (6.4.18) 

де ймовірності настання тієї чи тієї події свідчитимуть про міру 
відповідного ризику. Зрозуміло, що події А і В утворюють повну 
групу подій. Рівень обсягів кожної з економік оцінюється для до-
вільного моменту часу, використовуючи нерівності (6.4.16а) і 
(6.4.17а). 

На підґрунті класичного визначення ймовірності справедли-
вими будуть такі оцінки ймовірностей P(A) та P(B): 
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2

2 3
( ) NP A

N N



 і 3

2 3
( ) NP B

N N



. 

Підставляючи ці вирази у формулу (6.4.18), одержимо: 

 2 3
2

2 3

( ) 1
( )

N NP A B
N N


  


. (6.4.18а) 

Використовуючи добре відому числову нерівність 

2
a b ab

 , з якої випливає оцінка 2
1
4( )

ab
a b




, можна дійти ви-

сновку, що ( ) 0,75P A B  . Ця нерівність інтерпретується таким 
чином: ймовірність незалежного співіснування легальної (ЛЕ) і 
тіньової (ТЕ) економік суспільства не може сягати менше від 
0,75. Відповідно, для іншого випадку (унеможливлення зазначе-
ного співіснування ЛЕ і ТЕ) рівень ймовірності такої події не 
може перевищувати 0,25. Очевидно, останню числову оцінку 
можна сприймати як міру ризику співіснування відповідних об-
сягів ЛЕ і ТЕ. Вона є критичною межею, перевищення якої сиг-
налізує про незадовільний стан економічної структури суспільства. 

Оскільки оцінки (6.4.16а) і (6.4.17а) функцій 2N  і 3N , якими 
описуються обсяги тіньової та легальної економік, залежать від 
часу t, то цілком слушно говорити про динамічну кількісну оцін-
ку рівня ризику відповідних обсягів тіньової економіки та лега-
льної економіки. 

Для сумісних і залежних подій формула (6.4.18) набуває тако-
го вигляду: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AP A B P A P B P A P B      (6.4.18б) 

де ( )AP B  є умовна ймовірність події B за настання події A. 
На завершення розглянемо ризик співіснування корупції, ті-

ньової та легальної економік в суспільстві. Беручи до уваги попе-
редні позначення, покладемо, що подія С відповідає корупції. 
Відповідна теорема для трьох сумісних подій С, А та В запису-
ється так [35]: 
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Для випадку незалежних подій наступні три доданки легко ро-
зписуються (див. вищенаведене для формули (6.4.18)), а для 
останнього доданку ( )P ABC  можна скористатись оцінкою 

 3
1

27
abc

a b c


 
, яка є наслідком добре відомої нерівності 

  3

3
a b c abc 

 . 

У випадку сумісних і залежних подій формула (6.4.19) набуває 
вигляду: наступні її три доданки ( ( )P AB , ( )P AC , ( )P BC ) запису-
ються аналогічно тому, як це було здійснено згідно з формулою 
(6.4.18б); останній доданок формули (6.4.19) для сумісних і зале-
жних подій набуває вигляду 

 ( ) ( ) ( )A ABP ABC P A P P C   , (6.4.20) 

де величина ( )ABP C  — умовна ймовірність C, ураховуючи те, що 
події A і B відбулися. 

На підґрунті прийнятого концептуального положення щодо 
взаємного існування корупції, тіньової економіки і легально дію-
чої економіки, запропонована математична модель (ММ) функці-
онування економічного механізму. 

Отримані у дослідженні вирази для залежних змінних ММ до-
зволяють оцінити обсяги та ймовірності співіснування складових 
економічної еволюції, також розглянути окремо співіснування 
ймовірності відповідних обсягів тіньової та легальної економік, 
як один із показників кількісного оцінювання рівня ризику. Оскі-
льки оцінки ймовірностей залежать від часу t, то можна говорити 
про динаміку числової міри ризику співіснування відповідних 
обсягів легальної, тіньової економіки та корупції. 

Зважаючи на відсутність статистичної інформації про обсяги 
корупції та тіньової економіки, ще одне призначення результатів 
цієї наукової праці полягає в превентивному оцінюванні розгля-
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нутих складових, орієнтуючи державні органи на відповідне, своє-
часне та адекватне реагування стосовно зниження ступеня ризику 
та обсягів корупції та тіньової економіки. 

Висновки 

У результаті проведення аналізу отриманих приклад-
них рішень моделювання еволюції економічної системи на основі 
лінійної та нелінійної парадигм, а також сучасних аналітичних 
підходів до оцінювання динаміки ризиків, слід сформулювати та-
кі висновки. 

1. Розглянуто лінійну парадигму моделювання економічної 
системи як базовий засіб аналізу складних макроекономічних ка-
тегорій. Недоліки та значні узагальнення лінійних моделей роз-
глянуті як поступки, які дозволяють модифікувати відомі мате-
матико-економічні моделі. 

2. Удосконалено та модифіковано класичну модель Харрода — 
Домара. Враховано феномен запізнення, вплив суб’єктивних фак-
торів на механічне зростання національного доходу. Також роз-
роблено та описано випадок матричного узагальнення моделі 
Харрода — Домара, який сприяє багатофакторному аналізу та 
прогнозу складних макроекономічних систем. 

3. На основі одновимірної моделі Харрода — Домара отрима-
но рівняння об’єктивного визначення динаміки ризику економіч-
ної системи як міри загрози зміни економічного тренду. Розроб-
лена концепція динаміки ризику базується на популярному в 
західній практиці методу стрес-тестування.  

4. Рівняння динаміки ризику адаптовано до нелінійного апа-
рату моделі економічного зростання Солоу. Новий підхід щодо 
оцінювання невизначеності зміни економічного тренду розроб-
лений з метою згладжування недоліків моделі Солоу та надання 
їй більш повного економічного сенсу з позицій можливості моде-
лювання слабко детермінованих систем із фактором невизначе-
ності. 

Попередній матеріал присвячений експериментальному еко-
номіко-математичному моделюванню складних економічних сис-
теми на підґрунті розробленого інструментарію числового від-
творення еволюції динамічних систем, а також тестуванню 
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нового автономного апарату визначення міри динаміки ризику. 
Як результат, здійснено моделювання еволюції української еко-
номіки, а також проведено детальний аналіз динаміки ризику чо-
тирьох країни світу: Канади, Італії, Японії та Польщі. Таким чи-
ном, після проведення конструктивного аналізу економік світу за 
допомогою економіко-математичних моделей виявлено таке. 

1. Еволюція економічної системи є результатом взаємодії ос-
новних трьох ознак: структури, зростання та ризику. У даному 
дослідженні припускається, що будь-який економіко-
математичний апарат, який здатний окремо змоделювати дані 
ознаки, є також спроможним відтворювати еволюційні процеси. 

2. Нормалізація часових рядів може бути представлена темпа-
ми зростання до базового періоду. Основною вимогою, однак, є 
те, що дані мають бути попередньо позбавлені від інфляційного 
чинника.  

3. Лінійний математичний апарат довів свою ефективність у 
точному відтворенні ознак еволюційності на монотонних ділян-
ках економічного тренду. Нелінійна модель Солоу та її інтерваль-
на адаптація продемонстрували точність при моделюванні довго-
строкових економічних процесів. 

4. Експериментально досліджений феномен запізнення з пози-
ції його впливу на точність лінійних моделей економічного зрос-
тання. Чисельні розрахунки економіки України довели факт змі-
ни інтервалу запізнення як окремої ознаки трансформації 
народного господарства.  

5. Динамічна траекторія ризику визначена як ефективний ін-
струмент моделювання поточних та майбутніх станів економіч-
ної системи. Також концепція динаміки ризику, розроблена у да-
ному дослідженні, довела свою універсальність та гнучкість на 
прикладі застосування з лінійними та нелінійними економіко-
математичними моделями для відтворення його динамічних ха-
рактеристик для п’яти країн світу. 

 



Післямова 
 
 

роблема пізнання адаптивних (самоорганізую-
чих) механізмів функціонування економіки по-
стає як першочергове завдання, щоб адекватно 

реагувати на виклики ринку. 
У монографії на прикладі низки визначальних для макроеконо-

міки процесів та явищ здійснюється математичне (якісне) і 
комп’ютерне (кількісне) моделювання нелінійної економічної ди-
наміки, знання якої сприяє прийняттю адекватних управлінських 
рішень. Також на підґрунті математичних моделей (ММ) та інстру-
ментарію їх аналізу вдається пізнати іманентно притаманні адапти-
вні механізми економіки, прагнучи до керованого (регульованого) 
розвитку економічних подій замість спонтанної еволюції. 

Невідпорний факт, що від загальновживаного вербального осми-
слення економіки треба переходити до розгляду кількісних сценарі-
їв майбутнього розвитку — прогнозування характеру економічних 
подій у часі тобто змінюваність факторів економіки з плином часу і 
на фазових площинах, тобто взаємозалежності економічних показ-
ників між собою. Сценарії розвитку економічних подій одержують-
ся єдино можливим способом — математичним моделюванням ди-
намічних процесів економіки, яке вимагає уміння будувати 
адекватні ММ і використовувати потужний апарат їх якісного та кі-
лькісного аналізу, котрий становить інструментарій моделювання 
економіки і сприяє ефективності процесу моделювання у цілому. 
Узагальнюючи, можна стверджувати, що такий підхід ставить ме-
тою відійти від традиції сприймати наслідки причин і перейти до їх 
передбачення, тобто готуватись до спричинених наслідків. Також 
з’являється можливість навчитися формувати належні причини, 
щоб одержувати потрібні наслідки. 

Математичне моделювання економіки перш за все допускає зна-
чну варіацію параметрів і коефіцієнтів моделі, чим вибудовуються 
правдоподібні (з точки зору фахівців-економістів) сценарії розвитку 
подій, не виключаючи екстремальні варіанти та катастрофічного 
характеру. Саме так відслідковується певний зв’язок між причина-
ми явища і наслідками їх сукупної дії, який у разі такого підходу 
глибоко вивчається. Тут найголовніше те, що від превалюючого в 
сучасній науці, зокрема економічній, традиційного прямолінійного 
зв’язку між категоріями «причина—наслідок» відбувається перехід 

П
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до сучасного і більш загального та значно багатшого за своєю піс-
лядією способу — нелінійного багатогранного дослідження взаємо-
впливу зазначених категорій. 

Математичне моделювання нелінійної макроекономічної ди-
наміки, долучивши цілу низку наукових дисциплін (теоретична і 
прикладна економіка, економічний аналіз, синергетика, інформа-
тика тощо), сприяє появі багатющої методології і потужного ін-
струменту досліджень реалій економіки. Саме тому воно все глиб-
ше просякає у теорію та практику економічних досліджень. Але 
варто зауважити, що тут з’являються певні труднощі, пов’язані з 
оволодінням згадуваного арсеналу знань. 

У моделюванні нелінійної економічної динаміки постають кі-
лька наріжних проблем:  

а) розроблення алгоритмізованої побудови динамічних рів-
нянь ММ; 

б) розмежування моделі та її автора, щоб інші дослідники мог-
ли зіставити з власними результатами; 

в) встановлення взаємозв’язків між моделями різних авторів 
для одного класу економічних явищ чи процесів. 

Узагальнюючи, матеріал монографії доводить до висновку, 
що адаптивне наскрізно математичне моделювання економіки ха-
рактеризується гнучкістю побудови, вивчення і застосування мо-
делей для розв’язання задач аналізу, синтезу і прогнозування 
економічної дійсності. Йому притаманне таке: 

а) поглиблений кількісний аналіз проблем економіки; 
б) ефективне і прискорене досягнення кінцевої мети; 
в) можливість формулювання і дослідження нових, раніше не-

доступних економічних задач, відкриваючи додаткові фактори 
коеволюції складових економіки. 

Адаптивне економіко-математичне моделювання надає уявлен-
ня, як можна ініціювати процеси прискореного і самостимулюючо-
го економічного зростання, виступаючи як засіб системних дослі-
джень економічної теорії та розв’язання прикладних проблем 
економіки. Воно виступає тільки складовою, хоча дуже важливою і 
вкрай необхідною у прийнятті належних управлінських рішень, які 
б відповідали часу та обставинам подій у суспільстві. 

Слушно, на наш погляд, завершити монографію словами Ч. Дар-
віна: «Виживає не самий сильний або самий розумний, а самий 
пристосований до змін».  
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Додатки 
 

Додаток A 
Таблиця А.1 

Статистичні дані та результати моделювання ВВП та міри загрози його  
зростання для Канади, Італії, Японії та Польщі за 2000 – 2013 рр. 

Рік Стат. ВВП Класична 
модель 

Фракталь-
не рівнян-

ня, k>0 

Фракталь-
не рівнян-

ня, k<0 
r(t), % 

1 2 3 4 5 6 
Канада 

2000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,000 
2001 0,992 1,080 1,082 1,078 8,884 
2002 1,019 1,167 1,177 1,156 14,447 
2003 1,202 1,261 1,285 1,234 4,834 
2004 1,378 1,362 1,411 1,313 1,109 
2005 1,575 1,471 1,559 1,392 6,298 
2006 1,774 1,590 1,735 1,472 9,617 
2007 1,973 1,717 1,945 1,552 11,373 
2008 2,088 1,855 2,200 1,633 8,207 
2009 1,855 2,004 2,516 1,714 14,002 
2010 2,184 2,165 2,914 1,795 7,810 
2011 2,407 2,339 3,427 1,877 5,083 
2012 2,464 2,527 4,108 1,959 5,776 
2013 2,560 2,730 5,044 2,041 9,592 

Італія 
2000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,000 
2001 1,018 1,068 1,070 1,064 9,609 
2002 1,109 1,141 1,149 1,124 4,928 
2003 1,375 1,219 1,239 1,181 23,936 
2004 1,575 1,302 1,343 1,236 36,297 
2005 1,623 1,390 1,462 1,288 30,504 
2006 1,701 1,485 1,602 1,338 27,178 
2007 1,930 1,586 1,768 1,387 36,519 
2008 2,094 1,694 1,966 1,433 37,644 
2009 1,914 1,810 2,208 1,479 7,384 
2010 1,861 1,933 2,507 1,522 16,503 
2011 1,994 2,065 2,887 1,565 23,334 
2012 1,815 2,205 3,382 1,607 74,790 
2013 1,866 2,355 4,050 1,647 105,328 
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Продовження табл. А.1 

1 2 3 4 5 6 
Японія 

2005 1,000 1,000 1,000 1,000 0 
2006 0,956 1,028 1,029 1,000 36,6442 
2007 0,960 1,056 1,063 1,000 44,82507 
2008 1,070 1,086 1,101 1,000 10,6643 
2009 1,103 1,116 1,147 1,000 16,23434 
2010 1,197 1,147 1,202 1,000 47,99524 
2011 1,283 1,179 1,270 1,000 69,32703 
2012 1,312 1,212 1,360 1,000 60,29106 
2013 1,097 1,246 1,485 1,000 79,31527 

Польща 
2000 1,000 1,000 1,000 1,000 0 
2001 1,111 1,103 1,105 1,097 1,804816 
2002 1,158 1,216 1,225 1,194 8,886945 
2003 1,269 1,341 1,363 1,289 9,028109 
2004 1,480 1,480 1,523 1,384 3,483423 
2005 1,778 1,632 1,710 1,478 20,66865 
2006 2,006 1,800 1,928 1,572 25,50598 
2007 2,503 1,985 2,186 1,665 46,15097 
2008 3,099 2,189 2,492 1,757 62,89766 
2009 2,550 2,414 2,859 1,849 15,3459 
2010 2,784 2,663 3,303 1,940 11,65026 
2011 3,064 2,937 3,844 2,031 5,518129 
2012 2,901 3,239 4,512 2,121 19,11885 
2013 3,070 3,572 5,346 2,211 30,74759 

 
Джерело: розрахунки авторів на основі [5] 
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Додаток Б 
Таблиця Б.1 

Статистичні дані та результати моделювання і прогнозу ВВП та міри загрози 
його зростання для Канади, Італії, Японії та Польщі за 2000 – 2017 рр. 

Рік 

Фактична 
капітало-
забезпече-

ність 

Модель 
Солоу, k(t) 

Нижня 
межа 

Верхня 
межа r(t), % 

1 2 3 4 5 6 
Канада 

2000 7,937 8,712 8,370 9,067 36,769 
2001 7,743 9,527 8,795 10,321 27,713 
2002 7,373 10,384 9,210 11,708 15,427 
2003 7,427 11,283 9,614 13,240 7,426 
2004 7,970 12,223 10,007 14,929 5,699 
2005 8,486 13,206 10,388 16,788 3,253 
2006 11,064 14,231 10,755 18,829 20,867 
2007 17,422 15,298 11,109 21,068 38,229 
2008 24,190 16,409 11,448 23,519 24,851 
2009 19,101 17,562 11,772 26,200 42,934 
2010 24,408 18,759 12,082 29,127 32,944 
2011 29,540 19,999 12,375 32,320 27,101 
2012 31,887 21,282 12,653 35,798 27,315 
2013 40,252 22,609 12,915 39,581 20,140 
2014 23,980 13,160 43,694 30,969 
2015 25,394 13,390 48,159 29,208 
2016 26,852 13,603 53,002 27,317 
2017 28,353 13,801 58,250 25,294 

Італія 
2000 25,944 28,296 25,096 31,904 19,700 
2001 26,065 28,884 24,861 33,559 24,134 
2002 26,537 29,473 24,618 35,285 25,733 
2003 25,114 30,061 24,367 37,086 44,696 
2004 25,132 30,650 24,110 38,964 50,968 
2005 25,949 31,239 23,847 40,922 49,602 
2006 27,569 31,828 23,579 42,964 41,364 
2007 43,452 32,418 23,306 45,092 42,589 
2008 44,341 33,007 23,028 47,310 41,371 
2009 43,306 33,597 22,747 49,621 32,890 
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Продовження табл. Б.1 

1 2 3 4 5 6 
2010 44,826 34,186 22,462 52,030 33,818 
2011 44,724 34,776 22,174 54,540 28,472 
2012 38,281 35,366 21,884 57,154 6,469 
2013 37,584 35,956 21,592 59,878 16,763 
2014 36,546 21,297 62,714 29,876 
2015 37,137 21,002 65,668 33,379 

Японія 

2006 34,288 35,088 34,085 36,120 4,752 
2007 34,250 35,892 33,869 38,035 9,941 
2008 38,097 36,700 33,643 40,036 6,604 
2009 39,544 37,513 33,405 42,127 8,993 
2010 43,185 38,330 33,157 44,311 20,612 
2011 46,423 39,151 32,899 46,592 28,767 
2012 46,835 39,977 32,632 48,974 25,758 
2013 38,633 40,806 32,357 51,461 16,956 
2014 41,639 32,074 54,057 6,851 
2015 42,476 31,783 56,766 8,469 
2016 43,316 31,486 59,593 10,263 

Польща 

2008 8,405 7,812 7,491 8,147 13,933 
2009 7,873 8,225 7,562 8,946 9,672 
2010 9,784 8,643 7,619 9,803 21,921 
2011 8,331 9,065 7,663 10,723 20,700 
2012 8,269 9,492 7,694 11,710 34,651 
2013 9,064 9,923 7,713 12,768 25,965 
2014 10,359 7,721 13,900 8,706 
2015 10,800 7,718 15,113 11,396 
2016 11,244 7,705 16,409 14,459 

 
Джерело: власні розрахунки на основі [5] 
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