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ЗАСТОСУВАННЯ r-АЛГОРИТМУ ДО ОПТИМІЗАЦІЇ  

ПАРАМЕТРІВ НЕЧІТКОЇ МОДЕЛІ 

Розглядається застосування методу мінімізації з розтягуванням простору в на-

прямку різниці двох послідовних узагальнених антиградієнтів (r-алгоритм 

Н.З. Шора) до оптимізації параметрів нечіткої моделі. Запропонований підхід про-

грамно реалізовано, протестовано на модельних задачах та наведено приклад його 

застосування до оптимізації параметрів нечіткої моделі аналізу ефективності управ-

ління проектами. 

Рассматривается применение метода минимизации с растяжением пространства в 

направлении разности двух последовательных обобщенных антиградиентов (r-

алгоритма Н.З. Шора) к оптимизации параметров нечеткой модели. Предложенный 

подход программно реализован, протестирован на модельных задачах и приведен 

пример его применения к оптимизации параметров нечеткой модели анализа эффек-

тивности управления проектами.  

The authors have substantiated the methodological approach and have built a 

mathematical model based on neuro-fuzzy technology for evaluation of problem loan. The 

proposed neuro- fuzzy model provides high adequacy for the relatively small sampling 

based on expert linguistic assessments or which have inaccurate, incomplete or uncertain 

input data.  

Ключові слова: нечітка модель, нейронечіткі технології, недиференційовна 

оптимізація, r-алгоритм. 

Вступ. В останні роки продовжує зростати кількість наукових публікацій, 

присвячених теоретичним та практичним аспектам використання 

нейронечітких технологій у моделюванні складних процесів та систем, що 

свідчить про ефективність застосування цього підходу. Нейронечіткі 

технології відносять до сучасних технологій, які об’єднані в англомовній лі-

тературі під назвою Computational Intelligence (Обчислювальні технології). Їх 

можна вважати сучасним відгалуженням інформатики (Computer Science), 

пов’язаними з штучним інтелектом (Artificial Intelligence), хоча і принципово 

відмінним від класичного підходу [12]. 

В основі нейронечітких технологій лежить сполучення двох принципово 

різних математичних конструкцій: нейронних мереж [7] і нечіткої логіки [9]. 

Теорію нечітких множин було створено більш ніж 50 років тому. Початком  

практичного застосування теорії нечітких множин вважають 1975 рік, коли 

Е. Мамдані побудував перший нечіткий контролер [10]. У 1992 р. В. Коско 

була доведена теорема про нечітку апроксимацію, відповідно до якої будь-
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яка математична система може бути апроксимована системою з нечіткою 

логікою [11]. Сьогодні відбувається все більш широке застосування нового 

класу моделей і методів моделювання складних систем, заснованих на прин-

ципах теорії нечітких множин та нейронних мереж. У технології нечітких 

нейронних мереж виведення отримують на основі апарату нечіткої логіки, 

але відповідні функції належності налаштовуються з використанням методів 

навчання нейронних мереж. 

За характером навчання виділяють такі типи нейронечітких мереж: 

самоналагоджувані нейронечіткі мережі, адаптивні нейронечіткі мережі. 

Адаптивні нейронечіткі мережі за видом методу оптимізації поділяють на 

такі, що використовують детерміновані методи типу градієнтного пошуку, та 

такі, що використовують стохастичні методи, зокрема еволюційні. Адаптивні 

нейронечіткі мережі за типом параметрів адаптації поділяють на мережі з 

адаптацією параметрів функцій належності, мережі з адаптацією ваг правил 

та мережі з адаптацією параметрів оператора агрегації. 

Під налаштуванням нечіткої моделі будемо розуміти, головним чином, 

процес визначення параметрів функції належності вхідних і вихідних значень 

з метою мінімізації помилки моделі щодо модельованої системи, яка задаєть-

ся на основі використовуваного методу оцінки помилки (середньої квадрати-

чної, середньої абсолютної або максимальної помилки). Для налаштування 

моделі, тобто оптимізації її параметрів, найчастіше застосовуються наступні 

методи: 

– методи, засновані на використанні нейронечітких мереж;  

– пошукові методи;  

– методи. засновані на кластеризації;  

– методи, які використовують звичайні (не нечіткі) нейронні мережі;  

– евристичні методи. 

Однак, параметрична оптимізація, заснована на градієнтному підході, не 

може бути застосована для недиференційовних функцій, тому деякі автори 

доцільним вважають рішення на основі генетичного підходу, але його реалі-

зація призводить до великих обчислювальних витрат. 

Мета дослідження. Для подолання зазначених недоліків в роботі пропо-

нується для оптімізації параметрів нечіткої моделі застосуваті сучасний ме-

тод недіференційовної оптімізації – r-алгоритм Н.З. Шора. 

Постановка задачі. Побудова математичної моделі ідентифікації на основі 

нейронечітких технологій складається з двох етапів: побудови нечіткої моде-

лі ідентифікації за наявними експертно-експериментальними даними і нала-

штування її параметрів з метою мінімізації відхилення між результатами мо-

делювання та експериментальними даними. 

Перейдемо до опису першого етапу побудови нечіткої моделі ідентифікації 

та почнемо з розгляду функціональної залежності виходу y  від входів 

1 2
,  , ,   

n
x x x  процесу або об'єкта ідентифікації у вигляді 

                                          1 2
, ,..., ,

n
y f x x x                                      (11)  
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де y  – вихідна змінна, 
1 2
, ,...,

n
x x x  – вхідні змінні. Позначимо 

1 2
( , ,... ),

n
X x x x  

- вектор вхідних змінних. Для задачі ідентифікації вважаються відомими об-

ласті визначення входів і область зміни виходу об'єкта та експертно-

експериментальна інформація про об'єкт у вигляді M  пар даних про входи та 

виходи об’єкта  ( ) ( )
exp exp,m mX y , де  exp exp exp

( ) ( ) ( ) ( )
exp 1 2, ,...,m m m m

nX x x x  - 

вхідний вектор у m-й парі, 1,m M . 

Для знаходження залежності (1) у явному вигляді будемо розглядати вхідні 

змінні та вихідну змінну як лінгвістичні змінні, задані на відповідних універ-

сальних множинах [3].  

В даній залежності (1) для оцінки лінгвістичних змінних y  та ,   1, ,  
i

x i n  , 

будемо використовувати терми з таких терм-множин: 

   
k

D D  - терм-множина змінної y , де 
k

D  – k-й лінгвістичний терм або 

k-та бальна оцінка змінної y ,    1,2, ,k L  ; L – кількість різних класів виходу 

y ; 

   
ii j

A A  - терм-множина змінної ,
i

x  де 
ij

A  – j-й лінгвістичний терм або 

j-та бальна оцінка змінної 
i

x , 1,2, , ,   1,2, ,
i

i n j p    ; 
i

p  - кількість термів у 

терм-множині змінної 
i

x . Причому, у загальному випадку, 
1 2 n

p pp   . 

У роботі [3] наведено процес побудови нечіткої моделі об’єкта (1) у вигля-

ді розрахункових співвідношень (2), (3) та (4), структура якої відповідає нечі-

ткій базі знань про об’єкт (1) та грубо описує шукану залежність: 

*

* *

1 1

( ) min{1, ( ( )} min{1, ( )}
k

j
k k ki

s n
j
k iD A A

X U j i

y X w x  
  

    , (2) 

де  
kD y  – функція належності вихідної змінної y до класу kD  з терм-

множини D;  j
ki ix  – функція належності змінної ix  терму j

kiA  з терм-

множини iA , яку будемо задавати у вигляді 

  2

1
   ,

1

j
ki

A j
ki

j
ki

i

i

x
x b

c

 
 

  
 

 
(3) 

 

де ,  j j
ki kib c  – параметри налаштування функції належності змінної 

i
x , 

1, , ;    1,2, ;, 1,2, , ;
k

i n j s k L       

 

 

1

1

 .       
k

k

L

k
k

L

D
k

Dd y

y

y
















 (4) 

Запишемо побудовану нечітку модель у вигляді  

 , , , ,y F X B C W  (5) 
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де X – вхідний вектор;  kjW w  – набор вагових коефіцієнтів правил; 

   , j j
ki kiB b C c   – набори параметрів налаштування функцій належності (3); 

i – номер вхідної змінної, 1,...,i n ; j – номер лінгвістичного терму для класу 

k, 1,..., kj s , 1,...,k L ; F – оператор зв’язку входи-вихід, який включає на-

веденні перетворення. 

Якщо побудована модель (5) недостатньо точно описує модельований 

об'єкт або процес, то необхідно налаштувати її, тобто знайти такі параметри 

B, C, W, які мінімізують відхилення між модельними (теоретичними, отрима-

ними за моделлю (5) результатами) і експериментальними даними. 

Перейдемо до другого етапу - налаштування нечіткої моделі. Тоді в термі-

нах математичного програмування задача налаштування нечіткої моделі мо-

же бути сформульована таким чином: знайти вектор (B,C,W), який забезпечує 

  exp
, ,

, , , min .
W B C

F X B C W y   
(6) 

Метод розв’язання. Позначимо вектор , ,( )B C W   та запишемо задачу 

оптимізації (6) у вигляді: 

  min


   ,  (7) 

де   exp
y y    , y  – результати, які розраховані за моделлю (5), 

exp
y  – 

експериментальні данні. 

Тут норма   визначається як одна з метрик  

 
2

( ) ( )
exp exp2

1

M
m m

m

y y y y


    – евклідова, (8) 

( ) ( )
exp exp1

1

m m

m

M

y y y y


    – манхеттенська, (9) 

 ( ) ( )

exp 1, , exp0
max m m

m M
y y y y

 
    – Чебишева. (10) 

Зауважимо, що найбільш часто в задачах налаштування використовується 

критерій, відповідний евклідової метриці (8), і, як правило, для розв’язання 

задачі (5) з цільовою функцією (7) застосовують класичні градієнтні методи. 

Однак, ці методи мають такі недоліки:  

 вимагають неперервної диференційованості функції, що мінімізується; 

 погано працюють (повільно збігаються або зациклюються на околі точок 

мінімуму) в разі сильно витягнутих ярів цільових функцій. 

Для розв’язання  задачі оптимізації (7) будемо застосовувати метод мінімі-

зації з розтягуванням простору в напрямку різниці двох послідовних узагаль-

нених антіградіентів (r-алгоритм Н.З.Шора) [6]. Перевага r-алгоритму 

Н.З.Шора, крім того, що він добре працює в задачах оптимізації великих ро-

змірностей для гладких ярів функцій з сильно витягнутими лініями рівня, по-

лягає в тому, що він може застосовуватися і для негладких цільових функцій 
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типу (9), (10). Це особливо суттєво, оскільки при заміні операції максимуму 

на додавання з обрізанням значень, що перевищують одиницю, як у формулі 

(2), а також при використанні трикутних і трапецеїдальних функцій належно-

сті, ми приходимо до негладких функцій. 

У цих випадках застосування класичних градієнтних методів, що вимага-

ють гладкість функцій, може викликати проблеми з точки зору збіжності цих 

методів. 

Для розв’язання задачі (7) наведемо один з варіантів r-алгоритму Шора в 

Н-формі [2], де H – матриця розтягування простору з коефіцієнтом α (його 

доцільно брати рівним 3) в напрямку різниці двох послідовних узагальнених 

антиградієнтів. 

Алгоритм. 

Попередній етап. Обираємо (0) − початкове довільне наближення до точки 

мінімуму. Обчислюємо значення узагальненого градієнта  g   функцїї 

    в точці (0)  . Задаємо  
0 n

H I  (одинична матриця) та параметри 

1, 0k   .  

Крок 1. Нехай на k-ій ітерації ( )k  - поточна точка;  ( )kg   - довільний 

узагальнений градієнт функції     в точці ( )k  ; , .
k

k    

Крок 2. Визначаємо наступне наближення ( 1)k   за формулою  

 

    

( )

( 1) ( )

( ) ( ),

k

kk k

k
k k

k

H g
h

H g g



 


 

 

   , 

де кроковий множник 0
k

h   вибираємо з умови мінімуму функції у напрямку 
( )( )k

k k
p H g   . 

Крок 3. Обчислюємо  ( 1)kg    - узагальнений градієнт функції     в то-

чці ( 1)k  . Нехай k  =  ( 1)kg    –  ( )kg  . 

Крок 4. Обчислюємо матрицю 
1k

H


 = 
k

H  + 
2

1
1



 
 

   ,

T

k k k k

k k k

H H

H

 

 
. 

Якщо через округлення обчислень 
1k

H


 перестає бути додатньо визначе-

ною, замінюємо її одиничною матрицею. 

Крок 5. Якщо умова, що хоча б один з критеріїв закінчення ітераційного 

процесу ( 1) ( 1) ( )( ) або , 0k k kg            виконується, то процес 

обчислень закінчується. Інакше 1k k   та переходимо на крок 2. 

Вважаємо ( )
*

l  , де l - номер ітерації, на якій виповнилася умова з кро-

ку 5. 

Алгоритм описаний. 

Для того, щоб скористатися r-алгоритмом, необхідно побудувати градієнт 

функції (7), що мінімізується. З цією метою знайдемо її похідні. 
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Аналіз отриманих результатів. Перейдемо до побудови математичної 

моделі для оцінки інвестиційної привабливості стартапу із застосуванням 

описаного нейронечіткого підходу. 

У табл. 1 наведені значення і зміст факторів, що впливають на інвестицій-

ну привабливість старапів, описані лінгвістично експертами, які займаються 

інвестуванням і формуванням рейтингів стартапів. Модель залежності інвес-
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тиційної привабливості стартапу від факторів-показників x1, ..., х6 розгляне-

мо у вигляді 

 1 2 3 4 5 6
, , , , ,y f x x x x x x . (11) 

Вихідні дані для моделювання, які були взяті з [5] для 24-х стартапів, 

представлені в табл. 3. Вхідні змінні оцінюються експертами за шкалою від 0 

до 10 балів. Вихідна змінна (рейтинг стартапа) оцінюється також за шкалою 

від 0 до 10 балів. 

Таким чином, побудована нечітка модель об'єкта (1) у вигляді розрахунко-

вих співвідношень (2)–(4) являє нелінійну аналітичну залежність оцінки інве-

стиційної привабливості стартапа від зміни його чинників. На виході моделі 

обчислена оцінка y приймає значення в діапазоні [0, 10], потім округляється 

до найближчого цілого значення. 

Побудована нечітка модель (2)–(4) дозволяє для будь-яких значень вхідних 

факторів нового заявленого стартапа оцінити його інвестиційну привабли-

вість. Наприклад, для стартапа з такими значеннями вхідних змінних  

Х* = (10,10,10,0,0,0) отримуємо чітке значення 5, що відповідає рішенню «ін-

вестувати після доопрацювання»; для значення Х**=(0,0,0,10,10,10) отрима-

ємо чітке значення y * *  4, яке також  відповідає рішенню «інвестувати піс-

ля доопрацювання». 

Однак, як було зазначено вище, побудована нечітка модель (2)–(4), грубо 

описує шукану залежність (1). У даній роботі пропонується для отримання 

більш точної моделі робити настроювання її параметрів з метою мінімізації 

відхилення між результатами моделювання та експериментальними даними 

за допомогою описаного вище r-алгоритму Шора. Далі наведемо результати 

моделювання по побудованій моделі до і після налаштування, отримані за 

допомогою розробленого програмного забезпечення, яке реалізує запропоно-

ваний в статті підхід. 

На рис. 1 представлені результати розрахунків вихідної змінної по побудо-

ваній моделі (2)–(4) до і після налаштування. 

Таким чином, як видно з графіка (рис. 1б), модельні значення оцінки стар-

тапа після налаштування практично збігаються з графіком, побудованим за 

даними експериментальної вибірки (табл. 3). Точність побудованої моделі 

також оцінюємо за значеннями абсолютного і відносного середньоквадрати-

чного відхилення між результатом розрахунку моделі і даними з експеримен-

тальної вибірки (рис. 2). 

 



ISSN 2074-5893 Питання прикладної математики і математичного моделювання.  Випуск 17 

 

195 

  
а) до налаштування б) после налаштування 

Рис. 1. Експериментальні та розраховані за моделлю значення оцінки інвестицій-

ної привабливості стартапу до і після налаштування 

 

Рис. 2. Оцінка точності моделювання інвестиційної привабливості стартапа на базі 

побудованої моделі 

У табл. 1 наведені значення ваг правил w для кожного правила з бази знань 

(табл. 4) до і після налаштування, а на рис. 3 графіки функції належності вхі-

дної змінної х1 також до і після налаштування. З табл. 1 випливає, що вага 

правил 3, 9 і 10 став незначним, що вказує на їх невелику значимість для 

прийняття рішення.  
Таблиця 1 

Значення параметрів w до та після налаштування 

№  

правила 

w 

до налаштування 

w  

після 

налаштування 

№ 

правила 

w 

до 

налаштування 

w 

після 

налаштування 

1    1 0.9916 6 1 0.7509 

2 1 0.9953 7 1 1.0000 

3 1 0.4613 8 1 1.0000 

4 1 1.0035 9 1 0.5149 

5 1 0.6891 10 1 0.5645 
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а) до налаштування б) після налаштування 

Рис. 3. Функції належності значень змінної х1 відповідним нечітким термам (ни-

зький, середній, високий) до і після налаштування 

Далі порівняємо розраховані значення вихідної змінної y до і після налаш-

тування моделі для заданих вище значень вхідних змінних (табл. 2): 

Таблиця 2 

Результати розрахунків оцінки залежною змінною y до і після налаштування 

1.   Х*=(10,10,10,0,0,0) y *
до  5, рішення –  

«інвестувати після доопрацювання» 

    y *
після 9, рішення – 

«інвестувати» 

2. Х**=(0,0,0,10,10,10) y **
до  4, рішення –  

«інвестувати після доопрацювання» 

   y **
після 3, рішення – 

«відхилити» 

 

Відзначимо, що логіка завдання експертних бальних оцінок вхідних змін-

них така, що високі значення вхідних змінних відповідають високим значен-

ням вихідної змінної, крім того, високі оцінки змінних х1 - команда, х2 - про-

дукт, х3 - ринок мають більший вплив на вихідну високу оцінку, ніж інші 

вхідні змінні. Тому, для прикладу 1 рекомендоване рішення після налашту-

вання моделі «інвестувати» більше відповідає очікуваному значенню, а для 

прикладу 2 рекомендоване рішення після налаштування моделі «відхилити» 

також більше відповідає очікуваному значенню. Таким чином, настройка мо-

делі покращує якість нечіткої моделі. Відкритим залишається для експерта 

питання про оцінку стартапу при високих значеннях одних змінних і низьких 

оцінках інших змінних.  

Побудована нечітка модель (2)–(4) дозволяє досліджувати і давати рекоме-

ндації щодо діапазонів змін вхідних факторів, при яких оцінка інвестиційної 

привабливості нехай і не досягає найгіршого(або найкращого) значення, але 

залишається стійко близькою до цього найгіршого (або найкращому) значен-

ня. На основі аналізу таких попарних залежностей можна зробити висновки 

про вплив вхідних змінних х1 і х2 на y до налаштування (рис. 4а) при фіксо-

ваних значеннях інших змінних на середньому рівні, а також вплив вхідних 
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змінних х1 і х2 на y після налаштування (рис. 4б) при фіксованих значеннях 

інших змінних на середньому рівні. 
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а) до налаштування б) після налаштування 

Рис. 4.  Вплив вхідних змінних х1 і х2 на y 

Висновки. Побудована в статті на основі нейронечіткого підходу модель 

реалізує нелінійну аналітичну залежність оцінки інноваційного стартапу від 

впливу змін факторів, що впливають на його інвестиційну привабливість. 

Особливістю цієї моделі є можливість враховувати як кількісні, так і якісні 

фактори, що впливають на інвестиційну привабливість стартапу.  

У даній роботі для налаштування нечіткої моделі застосовується метод мі-

німізації з розтягуванням простору в напрямку різниці двох послідовних уза-

гальнених антіградієнтів (r-алгоритм Н.З. Шора). Його застосування дозво-

ляє, в порівнянні з класичними градієнтними методами, розв’язувати задачі 

оптимізації параметрів нечіткої моделі не тільки з гладкими, але і негладки-

ми цільовими функціями. 
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