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ПРО УМОВИ ПЕРМАНЕНТНОЇ ПОВЕДІНКИ
ДИНАМІЧНОЇ МОДЕЛІ РОЗВИТКУ ПІДПРИЄМСТВА

АНОТАЦІЯ. В публікації досліджено проблему побудови умов перманент-
ної поведінки динамічної моделі розвитку підприємства в умовах наявно-
сті кредитних ресурсів і короткотривалих зовнішніх впливів на виробни-
цтво.

КЛЮЧОВІ СЛОВА: динамічна система, імпульсне диференціальне рівнян-
ня, нелінійне запізнення, перманентність.

АННОТАЦИЯ. В публикации исследуется проблема построения условий
перманентности динамической модели развития предприятия в усло-
виях кредитирования, а также при кратковременных внешних воздейс-
твий на производство.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: динамическая система, импульсное дифференциа-
льное уравнение, нелинейное запаздывание, перманентность.

ANNOTATION. In article we analyse the problem of studying the conditions of
permanence of the dynamic model of enterprise development in the conditions
of crediting and of external influences on the production.

Keywords: dynamical system, impulsive differential equetion, nonconstant
delay, permanence.

Постановка задачі. У даній роботі досліджується рівняння
динамічної моделі розвитку підприємства при наявності кредиту-
вання та короткотривалих зовнішніх впливів на виробництво.
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Аналогічна модель розглядається в публікаціях [1], [2] і опису-
ється рівнянням

),())(()()()(=)( tItgRtctAtatA ++−′ (1)

де )(tA  — вартість основних виробничих фондів, )(ta  — темп
вибуття основних фондів, інвестування коштів відбувається за
рахунок кредитних ресурсів )(tI , та деякої частини )(tc  чистого
прибутку )),(( tgR  який залежить від попередніх станів динаміч-
ної системи.

Якщо чистий прибуток ))(( tgR  прямопропорційно залежить
від фондів ))(( tgA  з коефіцієнтом пропорційності ,q  а вартість
основних виробничих фондів )(tA  в певні моменти часу імпуль-
сивно змінюється на величину 1−>kb  та 0≥kβ , то рівняння (1)
запишеться у вигляді імпульсного диференціального рівняння із
запізненням

,),())(()()()(=)( ktttItgqAtctAtatA ≠++−′ (2)

,=,)()(1=0)( kkkkk tttAbtA β+++ (3)

де 0)( ≥tA , )(ta , )(tc , )(tg , )(tI  — додатнозначні, кусково-
неперервні, обмежені функції, ttg <)( , ∞

∞→
=)(lim tg

t
,

∞−
∞→

<))((suplim tgt
t

.
Виходячи з економічної інтерпритації, будемо розглядати не-

від’ємні розв’язки рівняння (2), (3). Тому початкові умови зада-
ються так:

,0)()( ≥= θϕθA  0≤θ , 0)0( >ϕ . (4)

Використовуючи метод кроків, легко перевірити, що
розв’язки початкової задачі (4) для рівняння (2), (3) існують при
всіх 0>t .

Метою даної роботи є знаходження умов перманентності рів-
няння (2), (3). Умова перманентності має на увазі таку власти-
вість розв’язків рівняння (2), (3), яка забезпечує його обмеже-
ність зверху та знизу, але при цьому вимагає щоб розв’язок
залишався постійно додатним. У сенсі даної моделі це означає,
що вартість основних виробничих фондів )(tA  має бути величи-
ною обмеженою MtA ≤)( , що є природньо, але в той же час вар-
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тість даних фондів ніколи не опуститься нижче певної додатної
величини )(0 tAm ≤< .

Допоміжні результати
За допомогою імпульсних диференціальних рівнянь із запіз-

ненням можна описати процеси, які, з одного боку, залежать від
того що відбувалося в попередні моменти часу, а з іншого, за-
знають короткострокових змін, тривалість яких є дуже незнач-
ною. Важливу роль у розвитку математичної теорії імпульсних
рівнянь відіграла монографія А.М. Самойленка та М.О. Перестю-
ка [3]. Протягом останніх років з’явилась низка монографій і пуб-
лікацій по темі імпульсних рівнянь [4—6], які продовжують дос-
лідження в даній області.

Розглянемо функіонально-диференціальне рівняння з імпуль-
сною дією аналогічне рівнянню (2), (3):

,)()()())(()(=)( tftxtatgxtctx +−′  ktt ≠ , (5)

,)()(1=0)( kkkk txbtx β+++  ktt = , (6)

де )(tc , )(ta , )(tg , )(tf  — додатні, кусково-неперервні, обме-
жені функції, ttg <)( , ∞

∞→
=)(lim tg

t
, ∞−

∞→
<))((suplim tgt

t
, 1−≥kb ,

0≥kβ , послідовність точок імпульсної дії задовольняє умови
0>1t , 0>1−− kk tt , +∈Zk , функції )(tx  неперервні зліва

)()0( jj txtx =−  і існують границі ∞<+=
+→

)0()(lim
0 jtt

txtx
j

.

Під розв’язком рівняння (5), (6) розуміємо абсолютно неперер-
вну на кожному інтервалі ],( 1+jj tt  функцію, яка задовольняє рів-
няння (5) майже скрізь, а також задовольняє умови імпульсів (6).

Початкові умови задаються таким чином:
,0)()( ≥= θϕθx  0≤θ , 0)0( >ϕ . (7)

Аналогічно до рівняння (2), (3), використовуючи метод кроків,
можна перевірити, що розв’язки початкової задачі (7) для рівнян-
ня (5), (6) існують при всіх 0>t .

Означення 1. Рівняння (5), (6) називається перманентним,
якщо існують додатні сталі 0m  і 0M  такі, що для кожного
розв’язку )(tx  з додатними початковими значеннями (7) вико-
нуються нерівності:
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0)(inflim mtx
t

≥
+∞→

,       0)(suplim Mtx
t

≤
+∞→

.

Введемо в розгляд нерівності з імпульсною дією:
,)()()())(()()( tftytatgytcty +−≤′ (8)

kkkk tybty β+++ )()(1=0)(

)()()())(()()( tftwtatgwtctw +−≥′ , (9)

kkkk twbtw β+++ )()(1=0)( .

Лема 1. Нехай )(0,)(0,)( tgtcta ≥≥  — додатні кусково-
неперервні функції. Тоді розв’язок рівняння (5), (7) додатний.
Якщо ),(=)(=)( twtytx  0≤t , тоді 0,),()()( ≥≤≤ ttwtxty  де )(ty  і

)(tw  відповідно розв’язки нерівностей (8), (9).
 Доведення. Позначимо

,)()()(1)(exp)(=)( 1

<00

ttxbdssatxtz k
tkt

t

ω=+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

≤
∏∫

тоді підставивши )(tz  у (5), (6), маємо таке рівняння:

),()()(1)(exp))(()(=)( 1

<)()(

ttfbdssatgztctz k
tkttg

t

tg

ω++
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′ −

≤
∏∫  ktt ≠

,)0()(=0)( +++ kkkk ttztz ωβ  ktt = .

Звідки робимо висновок, що при додатних початкових умовах
маємо 0,)( ≥′ tz  тому функція )(tz  додатна і неспадна. Розв’язок

)(tx  теж буде додатною функцією, оскільки знаки )(tx  і )(tz
співпадають.

Нехай маємо фундаментальну функцію ),( stX  для рівняння
(5) — (7), яка є його розв’язком при st ≥  з початковими умовами

;<0,=),( ststX  1,=),( ssX  і тому 0>),( stX  (див. [2]).
Позначимо ),()(=)( tytxtu −  де )(ty  розв’язок нерівності (8).

Тоді

0,0,=)(),(
~

)()())(()(=)( ≤+−′ ttutftutatgutctu (12)

,=),()(1=0)( kkkk tttubtu ++
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де 0.)(~
≥tf

Маємо такий розв’язок рівняння (12) (див. [2])

dssfstXtu
t

t

)(~),(=)(
0

∫ .

Звідки )()( tytx ≥  при 0.≥t
Аналогічно, якщо ),()(=)( txtwtu −  де )(tw  розв’язок нерів-

ності (9), отримуємо, що 0)( ≥tu  і тому ).()( twtx ≤
Лему доведено.
Основні результати
Теорема 1. Якщо виконуються нерівності

0)()(exp)( 1
)(

>≥+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− ∫ σσ tadssatc

t

tg

, 0)(inf >t
t
ω , (13)

де ∞<+= ∑
<≤

∞→ tt
kt

k

b
t 0

)1(1limσ , t

tt
k ebt

k

σω −

<≤
∏ +=

0

)1()( , тоді маємо

обмежений для всіх 0>t  розв’язок рівняння (5), (6).
Доведення.
З того, що ( ) 0)()( ≥tgxtc  та 0)( ≥tf  маємо +

⋅
)(tx

0.)()( ≥+ txta Для довільного 0t  отримуємо

.)(exp)()(
0

0
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−≥ ∫ dssatxtx

t

t

Якщо взяти ),(=0 tgt  то

( ) ,)(exp)()(
)( ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−≥ ∫ dssatgxtx

t

tg

звідки

( ) .)(exp)()(
)( ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤ ∫ dssatxtgx
t

tg
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Використовуючи останню нерівність перетворимо рівняння
(5) таким чином:

≤+−=′ )()()())(()()( tftxtatgxtctx

)()()()()()()(exp)(
)(

tftxttftxtadssatc
t

tg

+=+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤ ∫ δ ,(14)

kkkk txbtx β+++ )()(1=0)( . (15)

Розглянемо рівняння
,,)()()(=)( ktttftytty ≠+′ δ (16)

,=,)()(1=0)( kkkkk tttybty β+++ (17)

для розв’язку якого за лемою 1 буде виконуваться нерівність
).()( tytx ≤

Введемо заміну )()()( ttzty ω= . Тоді рівняння (16), (17) набу-
де такого вигляду

( ) ,,
)(
)()()(=)( ktt

t
tftzttz ≠+−′

ω
σδ (18)

,=,)(
)0(

)(=0)( *
kkk

k

k
kk tttz

t
tztz β

ω
β

+=
+

++ (19)

Рівняння (18), (19) має такий розв’язок

,),(
)(
)(),((0),0)(=)(

0

*

0
∑∫

≤<

++
tt

kk

t

k

ttUds
s
sfstUztUtz β

ω

де ( ) ( ))(exp)(exp),( 1 stdstU
t

s

−−≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫ στστδ .

Тому

( ) ( )( )∫ +−−+−≤

t

ds
s
sfstyttz

0
11 )(

)(exp)0(exp)(
ω

σσ

( ))(exp 1
0

k
tt

k tt
k

−−+ ∑
≤<

σβ .
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При виконанні умов теореми, враховуючи обмеженість функ-
ції Ftf ≤≤ )(0  та позначення )(inf t

Rt

L ωω
∈

= , )(sup t
Rt

M ωω
∈

=  розв’язок

)(tz  буде обмеженим.
Дійсно

++−≤ ∫ −−

∞→∞→

t
st

Ltt
dseFtztz

0

)(
1

1)exp(lim)0()(suplim σ

ω
σ

( )( )≤−−+
∞→

)(supexplimsup 1 tgt
tk

k
σβ

h
L eF 1~

1

σβ
σω

−+≤ ,

де k
k
ββ sup~

= , )()( tgtth −= , )(0 thh ≤< .

Тоді

≤≤
∞→∞→

)(suplim)(suplim tytx
tt

Mh
L eF ωβ
σω

σ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ − 1

~

1

.

Теорему доведено.
Зауваження. Умови (13) теореми 1 не забезпечують обмеже-

ність розв’язку )(tx  при 0)( ≡tf , та 0≡kβ . В термінах динамічної
моделі розвитку підприємства (2), (3) це означає, що при вико-
нанні умови

0,)()(exp)( 1
)(

>≥+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
− ∫ σσ tadssatqc

t

tg

та при відсутності інвестування коштів у виробництво за ра-
хунок кредитних ресурсів 0)( ≡tI  і відсутності позитивних зов-
нішніх впливів на систему коли 0≡kβ , вартість основних вироб-
ничих фондів )(tA  при даних умовах буде прямувати до нуля.

Теорема 2. Якщо виконується нерівність

0)1()()(inf
)(

1)( >
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−− ∏
<≤

−

tttg
k

th

t
k

betcta σσ , (20)
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де ∞<+= ∑
<≤

∞→
tt

kt
k

b
t 0

)1(1limσ , )()( tgtth −= , то маємо додатний, об-

межений знизу для всіх 0>t  розв’язок рівняння (5), (6).
Доведення.
При доведенні теореми скористуємося методикою представ-

леною в публікації [7]. Функція t

tt
k ebt

k

σω −

<≤
∏ +=

0

)1()(  має

)(inf t
Rt

L ωω
∈

= , )(sup t
Rt

M ωω
∈

= . Тоді рівняння (5), (6) заміною

)()()( ttytx ω=  можна представити у вигляді

,)()()())(()(=)( * tftytAtgytBty +−′  ktt ≠ (21)

,)(=0)( *
kkk tyty β++  ktt = , (22)

де σ−= )()( tatA , ∏
<≤

−+=
tttg

k
th betctB

)(

1)( )1()()( σ , 0
)0(

* ≥
+

=
k

k
k tω

ββ ,

)(
)()(*

t
tftf

ω
= .

Позначимо через ),( ϕty  розв’язок рівняння (21), (22) з почат-
ковою функцією ϕ .

Доведемо, що існує 0~
0 >m  таке, що

0
~),(inflim mty

t
≥

∞→
ϕ (23)

для всіх початкових функцій.
Враховуючи додатність імпульсних збурень, за теоремами по-

рівняння достатньо розглянути рівняння (21) без імпульсної дії.
Припустимо, що (23) не виконується. Тоді для кожного 0>ε

існує розв’язок ),( 1ϕty  такий, що εϕ <
∞→

),(inflim 1ty
t

.

Якщо 0),(' 1 ≥ϕty  для всіх 0≥t , то розв’язок монотонний і
обмежений. Тому існує 01),(lim yty

t
=

∞→
ϕ  і 0),('lim 1 =

∞→
ϕty

t
.

Отже

( ) 0)()()(lim *
00 =+−

∞→
tfytAytB

t
.
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Рівність 00 =y  неможлива при виконанні умови (20). Тому
00 >y . У цьому випадку рівняння має додатну асимптотичну

стійку нерухому точку 
)()(

)(*

0 tBtA
tfy

−
= .

Нехай розв’язок буде немонотонним. Тоді існує послідовність
{ }kτ  така, що εϕτ <),( 1ky  та 0),(' 1 =ϕτ ky , якщо jk t≠τ , і

0),(' 1 ≤ϕτ ky  якщо jk t=τ , де jt  — точки імпульної дії. Тоді

0)()()())(()( * ≤+− nnnnn fyAgyB τττττ ,

тому

)(
)()(

)(
)()()())((

**

n

nn

n

nnn
n B

fA
B

fyAgy
τ

τετ
τ

ττττ −
≤

−
≤ .

Нехай νε=y , тоді ( )1,0∈ν , якщо 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
=<

)()(
)(inf

*
*

tBtA
tf

t
εε . Тому

νετ ≤))(( ngy . Якщо 0))((' ≤ngy τ , то

))((
))(())(()))(((

*

n

nn
n gB

gfgAggy
τ

τνεττ −
≤

і εντ 2)))((( ≤nggy .

Якщо 0))((' >ngy τ , виберемо першу зліва від )( ng τ  точку 1θ , де
0),(' 11 ≤ϕθy .

Продовжуючи аналогічно, отримуємо послідовність точок
{ }kθ  таку, що ενϕθ k

ky ≤),( 1 . Нехай 
[ ]

)(inf~
10),0(1 θϕϕ

θ g∈
= . Виберемо

1k  так, що 1
~1 ϕεν <

k . Вибираючи досить велике nτ  за початкове з
нескінченної послідовності { }nτ , отримуємо, що існує kθ  таке, що

11
~),( ϕενϕθ <≤ k

ky . Отримуємо суперечність вибору числа 1
~ϕ .

Якщо початкова функція )(1 θϕ  не відділена від нуля, то як почат-
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кову функцію будемо розглядати розв’язок ),( 1ϕty , [ ])0(,0 1−∈ gt
який є строго додатним за лемою 1.

В якості числа 0
~m  для розв’язків рівняння (21), (22) можна

вибрати число *ε . Відповідно, в якості 0m  для розв’язків рівнян-
ня (5), (6) можна вибрати число *εω L .

Теорему доведено.

Висновки. У статті розглянуто динамічну модель розвитку
підприємства в умовах кредитування та при дії короткотривалих
зовнішніх впливів на виробництво, побудовано функціонально-
диференціальне рівняння з імпульсною дією та змінним запіз-
ненням, яке описує дану модель. Отримано умови перманентнос-
ті розв’язку рівняння, які забезпечують додатність та обмеже-
ність розв’язку зверху та знизу, та вказують на те, що вартість
основних виробничих фондів )(tA  є величина обмежена, але ні-
коли не опуститься нижче певної додатної величини.
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