
ВЧЕНІ ЗАПИСКИ. № 15 187

Напрямком подальшого дослідження може бути побудова цільових функцій та
їх максимізація за інших законів розподілу попиту, а саме — нормального, логнор-
мального, експоненційного. Крім того, в деяких випадках зручніше будувати функ-
цію витрат та її мінімізувати. Цей підхід широко описаний у літературі (наприклад,
див. [10]). Тому практичний інтерес представляє задача пошуку оптимального роз-
міру замовлення за такого підходу, але якщо цільова функція буде побудована з
урахуванням ризику.
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ЕКОНОМІКО-МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ОПТИМАЛЬНОГО
ПРИБУТКУ ВИРОБНИЦТВА В КОМПЛЕКСНОЗНАЧНІЙ ЕКОНОМІЦІ

У статті розглянуто апарат виробничих функцій, які використовуються в математичній
економіці та економетриці, що дає можливість розглянути умови досягнення оптималь-
ного прибутку виробництва із застосуванням комплекснозначних функцій.

В статье рассматривается аппарат производственных функций, которые используются
в математической экономике и эконометрии, что предоставляет возможность рассмат-
ривать условия достижения оптимальной прибыли производства с использованием
комплекснозначних функций.

The apparatus of the production functions, which are used in the mathematical economy and
econometric, that gives the possibility to consider the condition for achievement of optimal
production income with application of the complex variable function is consider in the paper.

© Блудова Т. В., Мельник О. О., 2013



ЕКОНОМІКО-МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ188

Ключові слова: комплексні числа, виробничі функції комплексної змінної.

Ключевые слова: комплексные числа, производственные функции комплексной пере-
менной.

Key words: complex numbers, production functions of complex variable.

Постановка проблеми. Сьогодні складно уявити собі ряд наук без застосування
комплексних чисел. Теорія електротехніки, електромеханіки, радіотехніки, літако-
будування та інших наук неможлива без застосування моделей у вигляді комплекс-
них чисел. Наприклад, в електротехніці, при моделюванні змінного струму, до дій-
сної частини комплексної змінної відносять активну складову, а до уявної —
пасивну. Змінний струм виникає внаслідок електромагнітного поля, що перетворю-
ється в змінний електричний струм, напруження, потужність та енергію. Передача
електроенергії по деяким ланцюгам зустрічає активний і реактивний опір.

Вищезазначена інформація розкриває смисловий зміст дійсної та уявної частин
комплексної змінної, причому віднесення активної складової електроенергетичних
показників до дійсної частини комплексної змінної, як і віднесення реактивної
складової до її уявної частини є умовним. Їх можна поміняти місцями, а саме — ак-
тивну потужність віднести до уявної частини, а реактивну — до дійсної. Отже, по-
няття «активна частина» та «пасивна частина» є деяким правилом попередньої до-
мовленості.

Варто зазначити, що процес і результати обчислення не зміняться, якщо, напри-
клад, активний струм віднести до уявної частини, а не до дійсної, як це прийнято в
електротехніці в теперішній час, а, в свою чергу, його реактивну складову — до
дійсної частини, напротивагу уявній. Тобто буде мати місце лише зміна математи-
чних моделей цього процесу. Є деякі вчені, які вважають, що реактивна частина
електромагнітної потужності, наприклад, за своїми фізичними властивостями, в то-
чності відповідає уявній частині комплексної змінної.

Варто зазначити, що застосування комплексних чисел в економіці ще недостат-
ньо вивчено.

Зауважимо, що практично усі економічні показники представляють собою деякі
узагальнені або агрегатні величини, які можуть бути легко представлені у вигляді
суми двох доданків, які можна назвати «активною частиною» та «пасивною части-
ною». В основі такого представлення лежать класифікації, прийняті в економіці.

Наприклад, трудові ресурси будь-якого підприємства можна, відповідно, зіста-
вити з приведеними ознаками класифікації, тобто розділити на активну частину
(промислово-виробничий персонал) та пасивну частину (непромисловий персонал).

Наприклад, валовий внутрішній продукт будь-якої країни можна представити у
вигляді двох складових — споживання (активна частина) та накопичення (пасивна
частина).

А оскільки активна і пасивна частини деякого показника або фактора надають
різний вплив на інші економічні показники, то їх загальний вплив логічно предста-
вити у вигляді комплексної змінної, дійсну частину якої ми будемо представляти як
активну складову, а пасивну — віднесемо до уявної частини комплексної змінної.

Для того, щоб використовувати апарат теорії функцій комплексної змінної в
економіці, об’єднавши два економічних показники в одну комплексну змінну, по-
винні виконуватися наступні умови:

1) показники мають бути двома характеристиками одного і того ж процесу або
явища і відображати різні сторони цього явища;

2) показники повинні мати однакову розмірність або бути безрозмірними, при-
чому кожен з показників слід привести до відносних безрозмірних величин спосо-
бом, який виявиться найкращим для обраної форми моделі.

При формуванні комплексної змінної з двох дійсних змінних, вона надалі роз-
глядається як самостійна єдина змінна, яка несе в собі інформацію про дві її скла-
дові величини і відображає функціональний вплив кожної з цих складових на де-
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який результат. Ці змінні можуть знаходитися в тісній функціональній залежності
одна з одною, а можуть бути і зовсім незалежними, але головна умова — вони по-
винні нести в собі інформацію про деякий спільний для них процес.

Зауважимо, що такі характеристики комплексного числа як його модуль і аргу-
мент, мають сенс тільки тоді, коли складові комплексного числа відображають за-
гальний зміст.

Наприклад, товар є носієм двох складових: споживчих властивостей, об’єктивно
властивих товару, і ціни — грошової оцінки споживчих властивостей товару конк-
ретним споживачем.

Сьогодні комплекснозначна економіка являє собою досить розвинений матема-
тичний інструмент, який спирається, в тому числі, і на економетрику комплексних
змінних. Оцінки цих моделей дозволяють використовувати їх в реальній економіч-
ній практиці. Але ці оцінки є точковими, а теоретичне та методичне обґрунтування
інтервальних оцінок комплекснозначних моделей поки не відомі, що звужує межі
застосування комплекснозначної економіки в реальній практиці. У зв’язку з цим
задача побудови інтервальних оцінок комплекснозначних моделей економіки пред-
ставляється актуальною.

Аналіз основних джерел. На сьогоднішній день результати з комплекснознач-
ної економіки опубліковані в працях Светунькова С. Г., Светунькова І. С., Савінова
Г. В., Корецької Т. В., Сиротіна Є. В. та інших вчених. Підкреслимо, що вирішені
першочергові завдання по формуванню основ комплекснозначної економетрії, а
саме:

1) обґрунтування можливості використання комплексних чисел в економіці і
способу об’єднання економічних показників у комплексну змінну;

2) розробка методу найменших квадратів стосовно задач оцінювання значень
коефіцієнтів лінійних комплекснозначних функцій, а також основних нелінійних
функцій;

3) розвиток апарату теорії виробничих функцій із застосуванням комплексних
змінних. Показано, що в ряді випадків комплекснозначні моделі набагато точніше
описують реальні процеси;

4) вирішення основних завдань регресійно-кореляційного аналізу комплексноз-
начної економетрики;

5) побудова класифікації виробничої функції комплексної змінної типу Кобба—
Дугласа, аналіз коефіцієнтів якої дозволяє зробити висновок про ефективність ви-
робництва, а також знаходження таких коефіцієнтів моделі, при яких похибка ап-
роксимації даної функції є мінімальною;

6) дослідження динаміки акцій фондових бірж з використанням індексу компле-
ксної змінної.

В області економіко-математичних методів існує безліч різних моделей, що до-
зволяють проаналізувати та оптимізувати роботу підприємств. Одним з таких ме-
тодів є теорія виробничих функцій. У даний час вона йде по шляху вдосконалення і
модифікації вже існуючих моделей, причому імплементація нових напрямків має
незначні масштаби.

Одночасно з цим, апарат виробничих функцій недооцінений і, більшою мірою,
використовується в математичній економіці та економетриці лише в якості моделі,
що дає певну інформацію для подальших досліджень. Розробка нових моделей, що
істотно відрізняються від наявних і привносять щось нове в теорію виробничих
функцій, є актуальною проблемою.

Постановка задачі. Розглянемо степеневу функцію вигляду:
biLKazfW )()( +== . (1)

Функцію (1) запишемо в алгебраїчній формі:

iCGzfW +== )( . (2)
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Задано довільні аргументи функції (1): К — витрати капіталу, L — витрати пра-
ці, причому 0,0 ≥≥ LK .

Залежні функціональні величини G і C у математичній моделі будемо інтерпре-
тувати, відповідно, як валовий прибуток і загальні витрати виробництва (ці вели-
чини в сумі є прибутком виробництва).

Представимо функції (1) і (2) в показниковій формі:
ϕ= ibbearzf )( ; (3)

θρ= iew , (4)
де

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=θ=+=ρ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈ϕ=ϕ=+=

G
CArctgwCG

K
LArctgwLKr

arg,

,
2

,0,arg,

22

22

. (5)

Аргумент 
G
CArctg  — це багатозначна функція, геометрично зображується бага-

толистою рімановою поверхнею, її однолисту функцію отримуємо за допомогою
розрізу в площині W по осі ReG < 0 і проколом в точці w = 0. Тоді θ змінюється в
межах π≤θ≤π− , тобто на верхньому розрізі π=θ , а на нижньому розрізі π−=θ .

Значення π≤θ=≤π− warg  називається головним значенням багатозначної фун-

кції 
G
CArctg=θ  і позначається 

G
Carctg .

Отже, дістаємо взаємно однозначну відповідність: для кожної точки ZLK ∈),(
відповідає лише одна точка WCG ∈),( .

Виклад основного матеріалу. Знайдемо допустимі області функцій (1) і (2).

Якщо в площині Z кут 0=ϕ  або 
2
π

=ϕ  то відповідно L = 0 або K = 0, т. б. отримує-
мо процес виробництва без витрат на працю або капіталу. Очевидно, що в реаліях

ці випадки не мають місця, тому ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∈ϕ
2

,0

Зауважимо, що область π≤θ≤0  знаходиться не тільки в першому, а і в другому
квадранті, в якому координата G<0. Це означає, що виробництво має не прибуток,
а збиток в сумі GC −− .

Виробництво буде працювати без очікування на валовий прибуток при умові,
що G− < C. Якщо CG =− , то виробництво перестає існувати. Отже, виробництво

працює при умові G− < C, коли аргумент θarg <
4

3π .

Прирівнюючи (3) і (4) у показниковому вигляді, отримуємо рівність:

,ϕθ =ρ ibbi eare (6)

звідки маємо:

,bar=ρ  a > 0, ,ϕ=θ b  b > 0, (7)

причому показник степеня задовольняє умові:

0 < ϕb <
4

3π       =>      0 < b < 
ϕ
π

4
3  .

Таким чином, при допустимих областях, маємо:

.arg
4

3,0,arg
2

,0 wz ⊂⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∈θ⊂⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∈ϕ (8)
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Моделювання за допомогою комплексної функції (1) зводиться до того, щоб при
певних заданих значеннях аргументів ZLK ∈),(  отримати очікувані оптимальні
значення функціональних залежних величин WCG ∈),(  і максимальне значення
прибутку виробництва Q = G + C.

З рівняння (6) випливає, що зі зростанням r та ϕ  на площині Z зростання прибу-
тку виробництва Q = G + C  відбувається за рахунок випереджаючого зростання
витрат С над валовим прибутком G. Якщо у площині Z аргумент ϕ  зменшується, а
радіус r зростає, то результат виробництва Q = G + C  зростає за рахунок валового
прибутку G.

Прирівнюючи функції (1) і (2): biLKaiCG )( +=+ , отримуємо систему рівнянь
відносно коефіцієнтів а і b:

⎩
⎨
⎧

+=+

+=+

.)(
),arg()arg(

2222 bLKaCG
iLKbiCG

. (9)

З першого рівняння системи (9) знаходимо:

0 < = 
iLK

iCG
+

+
arg(

)arg(  < 
)arg(4

3
iLK +

π . (10)

З другого рівняння системи (9) маємо:

,lnlnln 2222 LKbaCG ++=+

або

,lnlnln 2222 LKbCGa +−+=

звідки

.
2222 lnln LKbCGea +−+= .  (11)

Якщо функцію (1) розглянемо в тригонометричній формі:

),arg(
)),sin()(cos()( 22

iLK
bibLKaiCG b

+=ϕ
ϕ+ϕ+=+

то, прирівнюючи дійсні та уявні частини, одержимо:

),sin()(

),cos()(
22

22

ϕ+=

ϕ+=

bLKaG

bLKaG
b

b

(12)

де коефіцієнти знаходяться за формулами (10), (11).
З формули (10) випливає, що коефіцієнт b можна розглядати як одну з характе-

ристик економічної моделі, він характеризує відношення показників виробництва:

рентабельності по собівартості 
C
G  і фонду забезпечення праці 

L
K

Для однолистої степеневої функції в алгебраїчній формі
biCGi iLKaeCGiCG )()arg(22 +=+=+ + (13)

у її взаємнооднозначній допустимій області існує обернена функція:

).(1 iCGfiLK +=+ − (14)

Таким чином, дістаємо обернену виробничу функцію:
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)arg(

1
22 +

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +
=+ , (15)

або в тригонометричній формі:
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З рівності (16) маємо:

,0)arg(sin0)arg(cos

,0)arg(cos0)arg(cos
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(17)

звідси

0 < 
b

iCG )arg( +  < 
2
π      =>     0 < )arg( iCG +  < 

2
πb . (18)

Отже, для очікуваних значень об’єктів К і L плануємо об’єкти G i C такими, що
при збереженні виробництва задовольняють умову (18) для отримання оптималь-
ного прибутку виробництва.

Потрібно зауважити, що всі складові комплексних змінних витрат виробництва і
валового прибутку повинні бути приведені до одних і тих же одиниць виміру. Для
цього можна скористатися різними формулами нормалізації змінних, що приведе
до їх безрозмірності [4].

Розглянемо випадок, коли функція (1) після статистичної обробки інформації
представляється у вигляді:

[ ] [ ].2,2,2,2,)( 4 −∈−∈+=+= LKiLKiCGz (19)

Зауважимо, що знак мінус виражає ту ситуацію для витрат виробництва, коли
витрати перевищують можливі інвестиції і потребують залучення допоміжних ін-
вестицій, наприклад кредитування [5]. У той же час знак мінус для витрат трудових
ресурсів означає нестачу їх на виробництві і ситуацію необхідності залучення віль-
них робітників з інших фірм на умовах аутстафінгу [6].

Висновки. У даний час економіка тісно переплетена з іншими науками, в тому
числі і природничими. Це явище обумовлено, з одного боку, інтенсивним розвит-
ком самої економічної науки, з іншого, частково, розширенням використання роз-
ділів математичної дисципліни для опису економічних процесів, і, як наслідок, ак-
тивізації міждисциплінарного мислення — гуманітарного і природничонаукового
[7—10]. Міждисциплінарний підхід викликав сплеск цікавих наукових робіт у га-
лузі економічних досліджень. У результаті стали інтенсивно втрачати свою пер-
шість класичні економічні доктрини та зароджуватися нові напрямки.

Трансформація розвитку економічних наук віддзеркалює непростий сценарій
розвитку природничих наук. Синтез наук утворює щось нове, відмінне від методо-
логії, що становить основу природознавства. Це пов’язано з фактором синергетич-
ного впливу людини на цей процес. Тому пропонується якісно інший підхід із при-
кладанням теорії функцій комплексної змінної до дослідження процесу економіч-
ного розвитку та його застосування в створенні нового механізму управління інно-
ваційними процесами.
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економіко-математичного моделювання,
ДВНЗ «КНЕУ імені Вадима Гетьмана»

ПІЗНАННЯ МЕХАНІЗМУ ЕКОНОМІЧНОЇ АДАПТАЦІЇ
З ВИКОРИСТАННЯМ МОДИФІКАЦІЙ МОДЕЛІ «ЖЕРТВА-ХИЖАК»

В якості економіко-математичних моделей динаміки виступають модифікації моделі
«жертва-хижак», на підґрунті яких вивчається різноманітність закономірностей механіз-
му економіки, котрому органічно властиве пристосування до систематично змінюваних
умов функціонування.

As an economic and mathematical models of dynamics serve modifications of the model
«predator-victim», on the grounds of which the diversity patterns of the mechanism of
economics with organically inherent adaptation to systematically changing conditions of
functioning are studied.

Ключові слова: математична модель, нелінійна економічна динаміка, адаптація, фазові
портрети.

Keywords: Mathematical model, nonlinear economic dynamics, adaptation, phase portraits.

Вступ. У контексті розвитку української економіки з’явились проблеми дієвого
і оперативного аналізу сутності потенційних шляхів (їх причин і наслідків) транс-
формації (еволюційної чи революційної) суспільства. Єдиноможливим засобом ус-
пішного розв’язання зазначених проблем на сьогодні виступає математичне моде-
лювання нелінійної економічної динаміки, яке відоме як потужний інструмент
досліджень у техніці, фізиці та інших природничих науках.

Аналіз публікацій по темі дослідження. Можливості започаткованої Р. Харро-
дом [1, 2] теорії економічної динаміки, що базується на лінійній парадигмі, остато-

© Коляда Ю. В., 2013




