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ПРОГНОЗУВАННЯ ПРОЦЕСІВ НАСИЧЕННЯ РИНКУ
НА БАЗІ ДИНАМІЧНИХ ФАКТОРНИХ МОДЕЛЕЙ

АНОТАЦІЯ. Розглянуто питання вибору методології та математично-
го інструментарію моделювання динамічних процесів. Запропоновано
використання моделей динамічного факторного аналізу (ДФА) для до-
слідження процесів насичення ринку продукцією промислових підпри-
ємств. Розглянуто алгоритми оцінювання параметрів моделі ДФА та
математичну процедуру пошуку екстремуму нелінійної цільової функції.
Проаналізовано напрямки та перспективи застосування динамічних фа-
кторних моделей.

КЛЮЧОВІ СЛОВА: динамічний факторний аналіз, прогнозування, наси-
чення ринку, товарна пропозиція.

АННОТАЦИЯ. Рассмотрены вопросы выбора методологии и математи-
ческого инструментария моделирования динамических процессов.
Предложено использование моделей динамического факторного анализа
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(ДФА) для исследования процессов насыщения рынка продукцией про-
мышленных предприятий. Рассмотрены алгоритмы оценивания пара-
метров модели ДФА и математическая процедура поиска экстремума
нелинейной целевой функции. Проанализированы направления и перспе-
ктивы использования динамических факторных моделей.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: динамический факторный анализ, прогнозирование,
насыщение рынка, товарное предложение.

ABSTRACT. The questions of choice of methodology and mathematical
modeling tools of dynamic processes. Proposed the use of dynamic models of
factor analysis (DFA) to study the processes of market saturation products
industry. The algorithms of parameter estimation of DFA and mathematical
procedure extremum search nonlinear objective function. Analyzed trends and
prospects for the use of dynamic factor models.

KEY WORDS: dynamic factor analysis, forecasting, market saturation, product
offering.

Вступ. У даний час математичне забезпечення як теоретичних
досліджень, так і бізнес-аналітики широко трансформується на базі
інструментарію нелінійної динаміки, нейронних мереж, нечіткої ло-
гіки [1, 2, 5, 6], які дозволяють встановлювати латентні тенденції та
закономірності розвитку соціально-економічних систем і процесів та
індентифіковувати структурні зміни. Потужним модельно-операцій-
ним засобом моніторингу і обгрунтування рішень є інтелектуальний
аналіз даних (Data Mining) та хмарне бізнес-моделювання [7, 8]. У
них найкраще розроблено процедури аналізу динамічної інформації
та прогнозування [3, 4]. Як розвиток традиційних економетричних
моделей динаміки [9, 10], новітні інструменти часових досліджень [3,
8] націлюються сьогодні на прогнозування інтелектуальних складо-
вих, зокрема, системних характеристик структурованості, насиченос-
ті, стійкості, мобільності, інерційності, місткості тощо.

Актуальним об’єктом прогностичних досліджень є ринкові
процеси формування пропозиції та попиту на предмети спожи-
вання, зокрема, ті, що вироблено промисловими підприємствами
України. Адже наукове обгрунтування пріоритетів державної
протекціоністської політики щодо вітчизняних товарних ринків є
реальним важелем виходу країни з кризи і економічної стабіліза-
ції. Крім того, для підприємств затребуваними є обгрунтовані
ринкові стратегії, в тому числі моделі асортиментної політики.
Останні деталізуються в обсягові і структурні параметри поточ-
ного та перспективного асортименту продукції підприємства [1,
2] та мають враховувати не тільки обмеженість ресурсів, а й ди-
наміку товарної пропозиції та споживчого попиту.

Постановка проблеми. У даній роботі пропонуємо підхід до
прогнозування динаміки економічних систем, зокрема, процесів
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насичення ринку предметів споживання. Даний математичний ін-
струментарій оснований на принципах динамічного факторного
аналізу (ДФА) часових рядів, що були викладені угорськими
економістами Банкеві Д., Веліцкі И. та Цирманн М. [18]. На від-
міну від традиційних методів авторегресійного аналізу [9], за
ДФА навіть на коротких часових рядах можна ідентифікувати та
в подальшому змістовно інтерпретувати „внутрішні” зв’язки в
системі показників, що характеризують досліджуваний процес.
Метод ДФА було докладно математично розроблено в роботах
[11–14] для аналізу як детермінованих, так і стохастичних часо-
вих рядів. У подальшому в роботах [15–17] було одержано пози-
тивні результати його практичного застосування для моделюван-
ня соціально-економічних систем різних рівнів.

Викладення результатів дослідження.
1. Побудова моделі динамічного факторного аналізу.
Нехай стан деякої динамічної системи характеризується k по-

казниками yi = yi(t) (i = 1, 2, ..., k), якi залежать вiд параметра t.
Значення показникiв вiдомi для дискретних значень параметра tj
(j = 1, 2, ..., p), а за одиницю вимiру параметра прийнято крок йо-
го приросту ∆t = tj + 1 – tj = 1, отже:

.1,...,1, .211211 TpTTTtTt p =−+=+== =

Таким чином, стан системи описується k векторами-cтовпчи-
ками yi вигляду
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Параметр t розглядається як часова змiнна (у бiльшостi при-
кладних задач роль параметра дiйсно вiдiграє саме час), а вектори
yi — емпiричні часові ряди.

Задача прогнозування полягає у визначеннi стану системи у
«майбутньому», тобто продовженню часових рядiв за перiод спо-
стережень на деякий кiнцевий вiдрiзок зміни t. Зауважимо, що
значення показникiв отримуються в результатi спостережень, i у
зв’язку з цим мають випадковий характер, а вектори yi можно
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розглядати як випадковi. У загальному випадку неможливо
отримати кiлька значень показника у той же самий момент часу, i
ця обставина не дає можливостi застосувати методи математич-
ної статистики для оцiнки емпiричних функцiй розподiлу, або
зробити обгрунтованi при-пущення про вигляд функцiї розподiлу
для застосування класичної теорiї ймовiрностей. Також важливо
вiдмiтити, що вектори yi не обов’язково є незалежними. Навпаки,
задача встановлення зв’язку мiж емпiричними часовими рядами є
суттєвою складовою частиною розв’язку задачi опису стану і
розвитку динамiчних стохастичних систем.

Розглянемо також систему фукцiй Fm = Fm (y1, y2, ..., yk), m = 1,
2, ... М, (M ≤ k), якi являють собою деякi вектори. Будемо назива-
ти функцiї Fm динамiчними факторaми, якщо за їх допомогою
можна отримати певні однозначні оцiнки заданих часових рядiв.

У реалiзованiй моделi приймається, що динамiчнi фактори ви-
значаються лiнiйними функцiями. В цьому випадку i оцiнки за-
даних часових рядiв, тобто їх визначення через фактори, запису-
ються у виглядi лiнiйних функцiй. Якщо в моделi викорис-
товується лише один (перший) фактор, то, випускаючи вiдповiднi
iндекси, цей фактор можна подати у вигляді
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де аi — деякi числовi коефiцiєнти, що не всi одночасно
дорiвнюють нулевi. В цьому випадку будемо мати такі оцінки
показників:

,,...,2,1),()( 0 kitFddty iii ii =+= (1.3)

де di0, di — коефiцiєнти лінійної регресії.
У загальному випадку при врахуванні М факторiв рівняння лі-

нійної регресії (оцiнки) показників записуються у вигляді
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Перший фактор обчислюється з вихiдних динамiчних рядiв.
Далi з кожного ряду мають бути вiдкинутi значення, якi знайдено
з вiдповiдного рiвняння регресiї (1.3), що виражає цей ряд через
даний фактор. Здобутi резiдуальнi змiннi { )()( tyty − }, тобто
фактично новi часовi ряди, приймаються як вихiднi для визна-
чення другого фактора. Пiсля цього будуються вже рiвняння ре-
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гресiї (1.4) з урахуванням двох факторiв i обчислюються новi
резiдуальнi ряди. Процес триває доти, доки всi потрібні фактори
не будуть визначенi.

Зауважимо, що кількість факторів визначається специфікою
задачі і залежить від якості оцінки (1.4), але вона не може бути
більшою кількості показників. У загальному випадку замiсть
(1.2) будуть мати мiсце рiвностi
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Основна iдея ДФА полягає в тому, що дослiдження динамiки
системи часових рядiв зводиться до аналiзу динамiки введених
факторiв. Для оцiнки динамiчних властивостей останнiх застосо-
вуються авторегресiйнi схеми, згiдно з якими значення функцiї
визначається декiлькома (можливо i всiма) значеннями функцiї у
попереднi моменти часу. В простiшому випадку лiнiйної авторе-
гресiї вважається, що мають мiсце наступнi оцiнки факторiв
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де L — максимальна довжина запiзнення; cm0, ckm — деякi ко-
ефiцiєнти; m = 1, 2, ..., M.

Таким чином, побудована модель складається з трьох рiзних
груп рiвнянь, що існують одночасно. Першу групу становлять
рiвняння факторiв (1.2). Другу групу становлять динамiчнi рiв-
няння факторiв (1.7), кожне з яких є оцiнкою m-го фактора за ав-
торегресiйною схемою. Нарешті третю групу становлять рiвнян-
ня регресiї (1.3), (1.4), якi виражають вихiднi часовi ряди через
динамiчнi фактори. При цьому пiсля знаходження першого фак-
тора i побудови з його допомогою оцiнки вихiдних часових рядiв
для знаходження наступних факторiв використовуються вже ре-
зідуальнi ряди.

Для одержання прогнозних значень вводиться припущення
про динамiчну iнварiантнiсть дослiджуваної системи, тобто вва-
жається, що функцiональнi зв’язки, які iснували у певний відрі-
зок часу з перiоду спостережень, будуть зберiгатись i у майбут-
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ньому. Це означає, що рiвняння (1.4), (1.7) можна застосовувати i
для значень часу t > T2. Тодi отримавши прогнознi значення фак-
торiв за рiвнянням (1.7) для вiдповiдних значень t, можна побу-
дувати прогноз розвитку динамiчної системи для кожного ряду.
При цьому для обчислення прогнозних значень показників у рів-
ностях (1.4) замість факторів використовуються їх авторегресійні
оцінки (1.7)
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Очевидно, модель буде повнiстю визначена, якщо константи
aim, cm0, cm , dmi будуть знайдені. Цi коефiцiєнти необхідно визна-
чити таким чином, щоб водночас динамiчнi рiвняння давали «до-
бру» оцiнку (i прогноз) окремих факторiв, а рiвняння регресiї, що
виражають вихiднi змiннi через цi фактори, також «добре»
оцiнювали i прогнозували самi вихiднi змiннi (окремi показники).

Для зручностi подальшого викладання введемо деякi означен-
ня. Часовi ряди задаються у дискретних точках, тобто вираз yi(t)
означає, що задано чисельний вектор yi(t)= [yi1, yi2, ..., yip], де p —
кiлькiсть крокiв у часi. Визначимо формальну коварiацiю αij век-
торiв yi = [yis], yj = [yjs], (s = 1, 2, ..., p) формулою:
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де через y
іi
 позначено емпірічне середнє вектора [yis]:
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Далі доводится розглядати скорочені часові ряди, тобто ряди,
у яких з p одиниць спостережень відкинуто L початкових зна-
чень. Для таких рядів визначимо коваріації L

ijα  cкорочених ча-
сових рядів:
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а також величини β nnL
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які можна назвати коваріацією показників, зміщених у часі (вер-
хній індекс L вказує, що вихідний ряд вкорочено з початку спо-
стережень на L одиниць, індекси, n1, n2 приймають значення від 0
до L). Неважко побачити, що при i = j наведені формули визна-
чають відповідні дисперсії,

Звичайно при визначеннi коефiцiєнтiв рiвнянь регресiї тим чи
тим чином мiнiмiзують вiдхиленння розрахункових вiд заданих
значень функцiї. Особливiстю моделi, що розглядається, є одно-
часне визначення трьох незалежних груп коефiцiєнтiв рiзних
рiвнянь. Тому при практичнiй розробцi даної моделi залежно вiд
типу використовуваних рiвнянь i математичного формулювання
окремих критерiїв можна запропонувати рiзнi способи мiнiмiзацiї
похибок оцiнок. У базовiй моделi за критерiй для визначення шу-
каних груп коефiцiєнтiв узято дисперсiю вiдхилень показникiв i
факторiв вiд їх оцiнок. Оскiльки дисперсiї — це невiд’ємнi вели-
чини, то мiнiмiзацiя функцiї, яка мiстить усi можливi похибки,
принципово дає змогу водночас визначити всi шуканi ко-
єфiцiєнти. В простiшому випадку цю функцiю можна отримати
простим додаванням усiх можливих вiдхилень, однак доцільним
може бути введення допомiжних невiдомих параметрів, варiацiя
яких дає змогу бiльш гнучкого опису емпiричних даних. Вини-
каюча при цьому деяка довiльнiсть, повнiстю компенсується но-
вими можливостями керування властивостями моделi.

У запропонованiй процедурi моделювання фактори будуються
послiдовно один за одним, а оцiнки часових рядiв на кожному
кроцi уточнюються iтеративно. Для знаходження вiдповiдних
невiдомих груп коефiцiєнтiв при побудовi чергового m-го факто-
ру треба мiнiмiзувати деяку функцiю Фm, яку за допомогою вве-
дених вище означень можна подати у вигляді
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де wi (i= 0, 1, ... , k) — згадуваннi вище додатковi параметри, якi є
вагами.

З урахуванням виразiв (1.9)–(1.12) для коварiацiй неважко по-
бачити, що функцiя Фm — є нелiнiйною функцiєю невiдомих ко-
ефiцiєнтiв aim, clm, dmi, (i = 1, 2, ..., k; m = 1, 2, ..., M; l = 1, 2, ..., L),
причому функцiєю багатьох змiнних. При цьому перший член
виразу (1.13) визначає похибку авторегресiйної схеми, а другий
— сумарну похибку оцiнок вихiдних рядiв. Таким чином, перший
член вiдповiдає динамiчнiй, а другий — статичній складовим ча-
стинам сумарної похибки. Очевидно, варiюванням вагових зна-
чень частин можна регулювати як силу впливу часових тен-
денцiй, так i окремих показникiв. До рiвнянь (1.13) пропонується
додати умову

VFF mmm =, , (1.14)

де Vm — нормалiзуюча дотатня константа. Ця умова фактично уз-
годжує величини коефiцiєнтiв aim з величинами абсолютних зна-
чень вихiдних (резiдуальних) часових рядiв. Введення умови
(1.14) дозволяє при аналізі довiльних емпiричних даних не нор-
мувати їх.

Таким чином, для визначення параметрiв моделi (невiдомих
коефiцiєнтiв регресiй) треба розв’язати m задач на умовний екст-
ремум. Побудова ефективних методiв розв’язування цих задач,
якi можна класифiкувати, як деякi задачi нелiнiйного програму-
вання, є суттєвою складовою частиною практичної реалiзацiї мо-
делi ДФА. Враховуючи досить велику кількість змiнних, що
пiдлягають визначенню, можна стверджувати, що бiльшiсть тра-
дицiйних чисельних методiв пошуку екстремуму можуть вияви-
тись неефективними. Для побудови ефективних алгоритмiв оде-
ржимо зручний вигляд цiльової функцiї.

2. Побудова алгоритму оцінювання параметрів моделі ДФА.
2.1. Алгебраїчне перетворення виразу цільової функції.
Розглянемо питання побудови алгоритму оцінювання параме-

трів моделі ДФА, який, як зазначалося, зводиться до розв’язання
задачі нелінійного програмування. Для цього ми пропонуємо не-
стандартний підхід, який з успіхом може бути використаний у
інших випадках пошуку екстремума функції багатьох змінних, і
тому являє певний самостійний інтерес. Основна ідея його поля-
гає у використанні аналітичних властивостей цільової функції,
яка являє собою неповний поліном четвертого ступеня багатьох
змінних, що складається з добутку квадратичних форм окремих



114

груп змінних. Це дозволяє записати необхідні умови екстремума
у явному вигляді, одержавши нелінійну систему алгебраїчних рі-
внянь. Розв’язок останньої можна побудувати комбінованим ме-
тодом Ньютона та покращеної ітерації. Принципові положення
розробленого підходу полягають у наступному.

У відповідності із побудованою базовою моделлю, як критерій
для визначення її параметрів приймається мінімізація дисперсії
відхилень вихідних часових рядів і факторів від їх оцінок. Пер-
ший фактор визначається з вихідних динамічних рядів. Потім з
кожного ряду віднімаються значення, які одержано з відповідно-
го рівняння регресії, що виражає цей ряд через даний фактор.
Одержані у такий спосіб резидуальні змінні, приймаються як ви-
хідні для знаходження другого фактора. Після цього записується
рівняння регресії з урахуванням двох факторів і будуються нові
резидуальні ряди. Процес триває доти, доки всі фактори не бу-
дуть визначені послідовно один за одним. Оскільки у розробле-
ній процедурі моделювання фактори обчислюються послідовно,
то фактично задача оптимізації розв’язується кожного разу для
оцінювання тільки одного фактора.

У цьому випадку на черговому кроці відшукання параметрів
моделі необхідно мінімізувати вираз
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при умові:
VFF =, , (2.2)

де k — кількість розглядуваних часових рядів, а індекс m біля
факторів не записуємо.

Згідно попередніми означеннями, шуканий фактор є лінійною
комбінацією вихідних чи резідуальних часових рядів
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а авторегресійна оцінка цього ж фактора для прийнятої глибини
запізнення дається виразом
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На першому кроці, коли враховується один фактор оцінка i-го
ряду

kitFddty iii ,...,2,1,)()( 10 =+= . (2.5)

Неважко побачити, що згідно з (2.3)—(2.5) фактор F(t) є фун-
кцією k змiнних ai, його авторегресійна оцінка вже додатково за-
лежить від L + 1 параметрів cl , а оцінки часових рядів — від усіх
трьох груп невідомих ai, cl та di. Для отримання аналітичного ви-
разу цільової функції треба обчислити коваріації за формулами
(1.9)–(1.12) з урахуванням (2.3)–(2.5). Зауважимо, що при обчис-
ленні коваріацій згідно з формулами (1.9)–(1.12) вільні члени в
формулах (2.4), (2.5) скорочуються, і у вираз для цільової функції
вони не потраплять.

Шукані параметри моделі для зручності подальшого викла-
дення перепозначимо наступним чином: ai = xi, d1i = yi, i = 1, 2, ...,
k, cl = zl. l = 1, 2, ..., L. Тоді, наприклад, вираз для ковариації фак-
тора матиме вигляд
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З цього виразу випливає, що коваріації факторів будуть квад-
ратичними формами невідомих коефіцієнтів і лінійними функці-
ями коваріацій αij вихідних часових рядів. Аналогічні, але склад-
ніші вирази будуть мати місце і при обчисленні інших коваріацій,
що входять у вираз (2.1).

2.2. Одержання достатніх умов існування екстремуму.
Сформульована вище задача є задачею на умовний екстремум.

Як звичайно, застосовуючи метод Лагранжа для зведення задачі
до відшукання безумовного екстремуму, після деяких перетво-
рень вираз для цільової функції та умови зв’язку можна подати у
вигляді:
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де λ — множник Лагранжа.
Функція Φ залежить від 2k + L – 1 невідомих і при врахуванні

запізнення являє собою деякий поліном четвертого ступеня бага-
тьох змінних. Для запису достатніх умов існування треба обчис-
лити відповідні частинні похидні Φ, xi, Φ, yi, Φ, zn, де нижні інде-
кси після коми тут і надалі означають диференціювання по
відповідній змінній.

Використання формули диференціювання квадратичної форми
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де δij — символ Кронеккера—Копеллі, дозволяє записати необ-
хідні умови екстремума функції (2.8) у явному вигляді:
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Рівняння (2.9)–(2.10) утворюють систему лінійних алгебраїч-
них рівнянь лінійних по xi, yі i нелінійних по zn, а рівняння (2.11),
навпаки, лінійні по zn і нелінійні по xi . Змінні yі входять у розгля-
дувані системи тільки лінійно. Параметр λ входить тільки в рів-
няння (2.9). Неважко побачити, що рівняння (2.10) дозволяють
виключити з розгляду невідомі yі, і таким чином зменшити поря-
док системи практично вдвічі. Тоді замінюючи індекс j на s та
виключивши yі , матимемо замість (2.9):
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Безпосередньою перевіркою неважко переконатися, що має
місце тотожність
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У відповідності з нею рівняння (2.12) запишуться у вигляді:
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Отже задачу відшукання стаціонарних точок зведено до
розв’язку системи алгебраїчних рівнянь (2.10), (2.11), (2.14). Для
її розв’язання скористаємось властивостями побудованої моделі.
Змінні zn — це коефіцієнти рівняння авторегресії, що враховують
запізнення. Із вигляду рівняння (2.14) випливає, що вони утво-
рюють деякі поправки до коефіцієнтів при невідомих xі (вираз у
квадратних дужках). Для стационарного процесу вони дорівню-
ють нулеві. Ця обставина підказує наступний шлях побудови
розв’язку. На початку розрахунків приймаємо zm = 0 Тоді рівнян-
ня (2.11) зникає, а система для відшукання нульових наближень
xi

[0] із врахуванням умови нормування (2.8) набуває вигляду:
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Зауважимо, що у нульовому наближенні, яке не розглядає ди-
наміку процесу, в систему не входить вага динамічної частини
цільової функції w0.

Система рівнянь (2.15), (2.16) містить k + 1 невідомі і склада-
ється з k + 1 рівнянь. Позначимо ліві частини рівнянь fj, а невідо-
мі — через ξ1 = x1, ξ2 = x2, ..., ξk = xk, ξk+1 = λ. Тоді можна записати
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1,...,2,1,0),...,,( 21 +===ξξξ= knjff njj . (2.17)

Систему рівнянь (2.17), (2.14) зручно розв’язувати методом
Ньютона. Згідно з цим методом розв’язок системи нелінійних рі-
внянь знаходиться послідовними наближеннями шляхом розв’я-
зування вже лінійної системи алгебраїчних рівнянь вигляду:
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де верхнім індексом [p]=0,1,2,... позначено номер наближення.
Значення функцій fj та їх похідних fj, ξk відповідно по змінним ξk
обчислюються в точках ξ[p], які відповідають попередньому на-
ближенню.

Після розв’язання системи (2.17) (з деякою точністю) нульові
наближення zm

[0] можна знайти з рівнянь (2.11), які можна роз-
глядати як неоднорідну систему лінійних алгебраїчних рівнянь,
що стає більш наочним, якщо переписати їх у вигляді:
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Таким чином будується нульове наближення. На наступному і
подальших кроках ітераційного процесу відшукання стаціонар-
них точок замість рівнянь (2.15) використовуємо вже рівняння
(2.14), у які підставляємо щойно знайдені значення zm

[p] .
У загальному випадку розрахункові формули виглядають та-

ким чином. Функції fj (j = 1, 2, ..., k + 1) — це ліві частини рівнянь
(2.14), куди замість zm підставлено їх чергові наближення zm

[p]

Останнє рівняння системи (2.17) — це рівняння (2.16). Похідні fj,
ξk j, i = 1, 2, ..., k — це просто коефіцієнти при змінних xi у рів-
няннях (2.14), тобто
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Похідна від лівої частини рівняння (2.16) по змінній ξk+1 = λ. до-
рівнює нулеві, тобто fk+1, ξk+1 = 0, а похідні від лівих частин рівнянь
fj, ξk+1 = 0 (j = 1, 2, ..., k), тобто теж по λ, визначається рівністю
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Неважко помітити, що похідні fj, ξi (i, j = 1, 2, ..., k) залежать,
причому лінійно, тільки від останньої невідомої ξk+1 = λ і не за-
лежать від решти невідомих ξk, а похідні — fj, ξk+1 (j ≠ k + 1) — це
взагалі сталі функції.

Отже на кожному кроці чергове наближення невідомих zm
(m = 1, 2, ..., L) знаходиться після знаходження наближеного зна-
чення групи невідомих xi (і = 1, 2, ..., k) та λ шляхом розв’язу-
вання системи лінійних алгебраїчних рівнянь (2.19). Після цього
з’являється можливість уточнити значення xi і обчислити нові
значення zm. Процес триває до досягнення необхідної точності, а
його збіжність вдається прискорити, якщо на черговому кроці
знаходження невідомих xi та λ використовувати, наприклад, се-
реднє арифметичне двох попередніх наближень zm:

zm
[p+1] = (zm

[p] + zm
[p-1]) / 2, p = 1, 2, ... (2.22)

Фактично це означає застосування схеми покращеної ітерації
на проміжних кроках побудови розв’язання вихідної системи. За-
значимо, що можливо застосування і інших ітеративних схем.

3. Загальна характеристика моделі.
Дамо принципову характеристику побудованої моделі ДФА. У

ній перший динамічний фактор моделює динаміку сукупної ди-
наміки всієї системи показників і визначає середній ступінь зага-
льної закономірності її розвитку, виконуючи таким чином суттє-
ву гносеологічну функцію в динамічних факторних моделях.
Оскільки наступні фактори будуються на основі резідуальних
змінних, то їх врахування показує, наскільки кожний із показни-
ків відхиляється у своєму розвитку від загальної тенденції, що є
властивостю системи в цілому. За допомогою факторів високого
порядку «уловлюється» стохастична складова процесу, яка обо-
в’язково присутня у вихідних емпіричних рядах.

Докорінна відмінність моделі динаміки згідно з методом ДФА
від класичних авторегресійних методів [9] полягає в тому, що за-
вдяки «згущенню» достатньої кількості інформації про процес,
для моделювання виявляється достатньою невелика кількість
спостережнь. Досить прийнятний результат можна дістати вже за
наявності у часових рядах всього лише 6–7 точок [12, 16]. Важ-
ливо також, що оскільки в моделі змінні не поділяються на зале-
жні і незалежні, а вивчається динаміка поводження всієї системи,
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яку виражено в обраних показниках, то задача прогнозування і
знаходження значень незалежних змінних зовсім не виникає. У
моделі ДФА прогноз розвитку всіх показників досліджуваної си-
стеми визначається одночасно.

Однією з характерних особливостей даного підходу є значна
керованість моделі з точки зору можливостей настроювання її на
якіснішу апроксимацію і прогноз значень будь-якого показника.
Логічно це обгрунтовано, оскільки в тому разі, коли всі показни-
ки мають однакові пріоритети, що виражаються вагами, всі вони
апроксимуються приблизно однаково. У разі, коли необхідно
підняти точність апроксимації і прогнозування одного із показ-
ників, можна підвищити його пріоритетність, і, як показує прак-
тика, за рахунок досить незначного погіршення точності прогно-
зу за іншими ознаками, суттєво покращити якість прогнозування
найважливішого для конкретного дослідження показника.

Після побудови моделі і проведення відповідних розрахунків
перед дослідником постає задача оцінки якості побудованого
прогнозу. Взагалі розв’язок цієї проблеми неможливий без вве-
дення деяких принципових припущень. Дійсно, насамперед треба
вважати, що при існуванні системи у майбутньому всі показники,
що аналізувалися, будуть зберігати свої вплив на систему в ціло-
му. Крім того, встановлені зв’язки між змінними та тенденції
розвитку системи, очевидно, матимуть місце і надалі, можливо,
ще деякий певний час. Виходячи з цих припущень, можна запро-
понувати таку систему кількісної оцінки якості прогнозу.

Весь період дослідження динамічної поведінки системи при-
родньо поділяється на дві частини. Першу складає період часу,
для якого показники відомі, а другу — прогнозний період, до
якого входять такі значення часу, для яких потрібно оцінити кі-
лькістні значення показників (деяких або всіх). Оскільки на про-
гнозному періоді значення показників взагалі невідомі, то для
одержання оцінки можна використовувати лише перший.

Найпростіший шлях застосування існуючої інформації поля-
гає у порівнянні розрахункових і фактичних даних на цьому пе-
ріоді. При цьому не має можливості оцінити якість встановленої
динаміки розвитку системи, і принципово ця схема нічим не від-
різняється від звичайної оцінки якості екстраполяції.

Внформативнішим є метод, згідно з яким перший період та-
кож розбивається на два: базовий і контрольний. Тут у початко-
вих часових рядах видкидається дкілька останніх спостережень,
які складатимуть контрольний період, і модель будується із ско-
рочених часових рядів на проміжках часу, які складають вже ба-
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зовий період. Після цього прогнозуються значення показників у
точках, які містяться у контрольному періоді. Про якість прогно-
зу судять за збігом розрахункових і фактичних значень показни-
ків у цьому періоді. Якщо відповідність є задовільною, викону-
ють вже сам прогноз, використовуючи повні або тіж самі
скорочені ряди.

Для порівняння розрахункових і заданих значень змінних мож-
ливо використовувати різні величини. Як і раніше, заданий часо-
вий ряд будемо позначати через y(t), а його оцінку — через y(t). У
кожний момент часу контрольного періоду ti можна визначити різ-
ниці di = )()( tyty ii − , абсолютні похибки ∆i = ⏐ )()( tyty ii − ⎟,
квадратичні відхилення bi = ( )()( tyty ii − )2 та середні значення
цих величин на контрольному періоді довжиною h:
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Інформацію про якість наближення також дає коефіцієнт нері-
вності Тейла [6, 11].

Таким чином, для кількісної оцінки якості прогнозу можна
використовувати середню похибку (з урахуванням знаку відхи-
лень), середню абсолютну і середньоквадратичну похибку, а та-
кож коефіцієнт нерівності Тейла.

Зауважимо, що розв’язок оптимізаційної задачі, що визначає
якість моделі, буде залежати від прийнятих значень ваг w0, wi, а
також від константи нормування Vm . При їх різних значеннях бу-
демо отримувати різні розв’язки. Формально це означає, що і по-
хибки, які були введені вище, будуть залежати від цих значень.
Тобто, можна вважати, що

A = A(w0, wi), B = B(w0,wi), C = C(w0, wi), T = T(w0, wi). (3.2)

Одержати явну залежність цих похибок від ваг, а також від
констант нормування Vm практично неможливо. Деяку уяву про
ці залежності можуть надати обчислювальні експерименти. Тому
для практичної реалізації вибору значень цих параметрів можна
запропонувати таку процедуру.

Для конкретної динамічної системи, що розглядається, виби-
рається певний досліджуваний показник і діапазон зміни ваг. У
цьому діапазоні з деяким кроком обчислюються значення функ-
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цій (3.3) на контрольному періоді. Далі вибирається відповідний
критерій оцінки якості прогнозу, наприклад, середня квадратична
похибка оцінки показника в контрольному періоді, і приймають-
ся такі значення параметрів, які дають найменшу похибку. Якщо
у вибраному діапазоні зміни ваг мінімальна похибка виявляється
незадовільною, діапазон можна змінити і повторити розрахунки.
Хоча фактично ця процедура зводиться до простого перебору, на
комп’ютерні вона виявляється досить ефективною. При цьому у
дослідника з’являється можливість активно втручатися в процес
настроювання моделі. Зрозуміло, що існує можливість настрою-
вання моделі і по деяким показникам одночасно, але в цьому ви-
падку якість прогнозу може дещо погіршитись.

4. Особливості побудови чисельного алгоритму.
При побудові чисельного алгоритму реалізації моделі ДФА

зручно записати розрахункові формули в матричному вигляді. У
загальному випадку доводиться розглядати М ≤ k (k — число ча-
сових рядів, що розглядаються) факторів. Введемо у розгляд мат-
риці A, розмірність якої kхm, С, розмірність якої LxM і матрицю
D, що має розмірність (M + 1)xk:
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Будемо також розглядати kxk матриці Y, Yr , складені із зада-
них і резидуальних рядів відповідно (по стовпчикам), nx(m + 1)
матрицю F*, складену з векторів-факторів, що має вигляд
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та аналогічну матрицю, складену з авторегресійних оцінок фак-
торів. Тоді для обчислення m-го фактору можна використовувати
формулу

Fm(t) = Yam–1, (4.3)

де am — вектор-стовпчик матриці A. При цьому оцінки заданих і
резидуальних часових рядів обчислюються за формулами

DFtY *)( = , DHtY
m **)1( )( =− , (4.4)

де для оцінок резидуальних рядів треба використовувати скоро-
чені матриці H* i D*, які отримуються з матриць F*, D викрислен-
ням останніх рядків і стовпчиків.

У процесі розрахунків матриці заповнюються послідовно із
знаходженням чергового фактору і відповідних груп змінних.
При відшуканні екстремуму обчислювальну схему розв’язку від-
повідної системи нелінійних алгебраїчних рівнянь після введення
до розгляду матриці [ ]fG xij ,= , (i, j = 1, 2, ..., n) і векторів

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]λ=ξ pp
k

ppp xxx ,,...,, 21 , [ ]ffffF kk 121 ,,...,, +=

зручно записати у вигляді
[ ] [ ] ,11 FGpp −+ −ξ=ξ (4.5)

де через G–1 позначено обернену матрицю. Значення елементів
матриці обчислюються при ξ] = ξ[p] для кожного чергового на-
ближення zm

[q] .
Викладений щойно алгоритм реалізовано у вигляді програм-

ного комплекса. Спочатку обробляються скорочені ряди в циклі
по зовнішнім параметрам моделі. Для визначеного показника
обираються такі значення вагів, які забезпечують найкращу
якість прогнозу. Таким чином, на цьому кроці скорочені ряди об-
робляються багато разів. Після цього використовуються вже по-
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вні ряди, які обробляються один раз. Результати виводяться у ви-
гляді таблиць і графіків, які будуються як для кожного показника
окремо, так і для всієї системи в цілому.

Висновки та перспективи подальших досліджень. Метод
ДФА, як випливає з результатів, наведених у цитованих роботах,
досить добре зарекомендував себе на практиці. Викладений під-
хід до моделювання динамічних процесів на базі методів ДФА
був використаний в [11–17] для дослідження розвитку багатьох
систем. У роботі [15] показано універсальність різних модифіка-
цій моделей ДФА, які дозволяють одержати високу точність ап-
роксимації та якість прогнозування у різних галузях людської ді-
яльності у випадку обмеженого числа емпіричних даних.

Метод ДФА застосовувався також для дослідження товарної про-
позиції ринку одягу та взуття України, засвідчивши свою ефктивність
при моделюванні динамічних процесів за короткими часовими ряда-
ми [14]. Саме такими є часові ряди показників виробництва і реаліза-
ції предметів споживання, оскільки, з огляду на специфіку продукції
підприємств легкої промисловості, збільшення довжини цих рядів
призводить до втрати інформативності, але обмежується при цьому
загальноприйнятою перідичністю спостережень у статистичній звіт-
ності Держкомстату. Отже, метод ДФА може бути рекомендованим
для включення в бази моделей і аналітичні комплекси інтелектуаль-
них систем прийняття рішень щодо управління процесами форму-
вання асортименту продукції промислових підприємств.
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