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ДОСЛІДЖЕННЯ СИСТЕМИ МАСОВОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ
З ПОЕТАПНИМ ОБСЛУГОВУВАННЯ ВИМОГ ПРИ НАЯВНОСТІ

В СИСТЕМІ БЛОКІВ ОЧІКУВАННЯ

Розглянуто моделювання системи масового обслуговування з поетапним обслугову-
вання вимог при наявності в системі блоків очікування в стаціонарному та в динаміч-
ному режимах. Наведені приклади застосування одержаних моделей для дослідження
прикладних економічних задач.

Рассмотрено моделирование системы массового обслуживания с поэтапным обслужи-
ва-нием заявок при наличии в системе блоков ожидания в стационарном и динамичном
режимах. Приведены примеры использования полученных моделей для исследования
прикладных экономических задач.

In the article the simulation of a queuing system with a phased service requests if the system
blocks out in a steady and dynamic modes. Examples of using the obtained models for the
study of applied economic problems.

Ключові слова: стохастична модель СМО з поетапним обслуговуванням вимог, стохас-
тична модель при наявності в системі блоків очікування для стаціонарного та динамічного
режимів.

Ключевые слова: стохастическая модель СМО с поэтапным обслуживанием требова-
ний, стохастическая модель с наличием блоков ожидания для стационарного режима и ди-
намического режимов.
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Поставка проблеми. Розглядається клас прикладних задач систем масового об-
слуговування, в яких кожна вимога потребує m  етапів обслуговування, і при цьому
повинна виконуватися наступна умова: при необхідності, наявність в системі ви-
мог, які очікують своєї черги на обслуговування. Це означає, що якщо вимога зна-
ходиться на i -ому етапі обслуговування, а 1+i -й етап зайнятий обслуговуванням
попередньої вимоги, то вона направляється у відповідний блок очікування, де вона
чекає, коли завершиться 1+i -й етап обслуговування.

Вимоги до системи надходять у випадкові моменти часу, утворюючи пуассонівсь-
кий потік із параметром λ . Час, який витрачається на обслуговування кожної вимоги,
є випадковою величиною, яка має експоненціальний закон розподілу ймовірностей із
параметром ijµ , де i  — номер етапу обслуговування, індекс j  інформує про те, куди
направляється вимога після закінчення i -го етапу. Отже, 0,1, =+== jijij .

Для реалізації вищесказаного введемо наступне позначення — ( )( )( )tP BAk , де
( )( )( ) ( )4434421
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A  означає, що в системі обслуговування передбачено 1−m  блоків очі-

кування, в яких можуть перебувати вимоги, які пройшли відповідне число етапів
обслуговування. Так ( )( )( ) ( )0012 K=A  означає, що в першому блоці очікування пе-
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ребувають дві вимоги, які пройшли перший етап обслуговування і очікують закін-
чення обслуговування другого етапу, яку здійснює система над вимогою.

( )43421
m

B 0,...,0,0,0=  означає число етапів обслуговування, які повинна пройти кожна ви-

мога. Так ( )0,,0,1,1 K=B  означає, що одна вимога проходить перший етап, друга
— другий етап, при цьому друга вимога уже пройшла перший етап.

Отже, наприклад, ( )( )( ) ( )( )( )tPk 0,,0,1,10001 KK  є імовірність того, що в момент часу t  в
системі перебуває k  вимог, система обслуговує одну вимогу на першому етапі,
другу — на другому етапі, про це інформують одиниці, поставлені замість нулів
( )0,,0,1,1 K , а в блоці очікування перебуває одна вимога, яка чекає, коли закін-
читься другий етап обслуговування над вимогою.

Аналіз останніх джерел і публікацій. При аналізі основних джерел і публіка-
цій по системам масового обслуговування потрібно виділити роботи таких учених
як Кофман А., Крюон Р., Коган Я.А., Литвин В.Г. Більшість авторів (Клейнрок JI.,
Коваленко И.Н., Лебедев Е.А., Самочернова Л.И. та ін.), вивчали системи масового
обслуговування з одноетапним обслуговуванням, припускаючи, що параметри
СМО не змінюються з часом, тобто обмежуючись стаціонарними моделями функ-
ціонування. Враховуючи потреби практики, а саме поетапне (пофазове) обслугову-
вання вимог каналами, яке зустрічається в різних сферах людської діяльності, і для
більш повного і ефективного дослідження СМО потрібно вивчати стохастичні мо-
делі систем масового обслуговування з поетапним обслуговуванням вимог для ста-
ціонарного і динамічного режимів.

Постановка задачі. Розглянемо дослідження системи масового обслуговування
із поетапним обслуговування вимог при наявності в системі блоків очікування на
наступному прикладі.

У систему масового обслуговування надходять у випадкові моменти часу вимоги,
утворюючи пуассонівський потік із параметром 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=λ
хв
11 . Кожна вимога повинна прой-

ти два етапи обслуговування. Час, який витрачається на обслуговування вимоги на
кожному етапі, є випадковою величиною із експоненціальним законом розподілу із
параметрами: ⎥⎦
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1412 , ⎥⎦
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1520 . Враховуючи, що система обслугову-

вання має два етапи, то в цьому випадку передбачено один блок очікування. Число
вимог, які очікують на обслуговування, не повинно перевищувати 41 =k .
Необхідно:
1. Записати стохастичну модель для динамічного та стаціонарного режимів ро-

боти системи.
2. Обчислити: ( )0,0,00P  — імовірність того, що система перебуває в непрацездат-

ному стані, внаслідок відсутності вимог у системі; М — середнє число вимог у сис-
темі та L — довжину черги в системі та ймовірності втрат вимог системою.

Виклад основного матеріалу дослідження. Вводимо таку символіку позна-
чень, яка буде використана в побудові стохастичних моделей:

( )( ) ( )tP 0,000  — імовірність того, що в момент часу t  у системі відсутні вимоги;
( )( )( )tP 0,100  — імовірність того, що в системі перебуває одна вимога, яка прохо-

дить перший етап обслуговування;
( )( )( )tP 1,000  — вимога проходить другий етап обслуговування;
( )( )( )tP 1,100  — одна вимога проходить перший етап, а друга — другий, останній,

етап обслуговування;
( )( )( )tPk 0,10  — у системі перебуває k  вимог і одна проходить перший етап;
( )( )( )tPk 1,00  — у системі перебуває k  вимог і одна проходить другий етап обслуго-

вування;
( )( )( )tPk 1,10  — у системі перебуває k  вимог і одна вимога проходить перший етап,

а друга — другий етап обслуговування;
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( )( )( )tP ik 1,100  — у системі перебуває k  вимог, одна вимога проходить перший етап
обслуговування, друга — другий етап і в блоці очікування перебуває i  вимог, які
очікують моменту часу, коли звільниться другий етап.

Слід при цьому пам’ятати, що 11 kk ≤+ , де 1k  — допустиме число вимог, які
очікують обслуговування в системі. У нашому випадку 41≤+k , при цьому

4,3,2,1,0=k , 4,3,2,1,0=i . Якщо, наприклад, 4=k , то 0=i . При 0=k , може на-
бувати значення 0, 1, 2 , 3, 4.

Для побудови стохастичної моделі системи масового обслуговування в динаміч-
ному режимі, використовуються ймовірності переходу системи із одного стану в
інший можливий стан. При цьому потрібно враховувати наступне. Стани системи
не змінюються в момент часу t , коли в черзі і блоці очікування вимоги відсутні і
відповідно одна вимога перебуває на першому етапі, одна — на другому і одна на
першому, а друга — на другому етапах обслуговування.

Система не змінить стану в момент часу t , коли в блоці очікування перебуває i
вимог, які пройшли перший етап обслуговування ( )1ki ≤ . Система не змінить свого
стану в момент часу t , коли в черзі перебуває k  вимог ( )1kk ≤ . У системі перебуває
k  не обслужених вимог і вимог, які пройшли перший етап ( )1kni ≤+ . У системі пе-
ребуває 4=+ ik  ( 41 =k  — допустиме число вимог в системі), 4,3,2,1,0, =ik  і цей
стан у момент часу не зміниться.

Враховуючи все сказане — ймовірності переходів системи із одного стану в ін-
ший, а також імовірності станів системи, які не змінюються в момент часу t , буде-
мо мати наступні стохастичні моделі для динамічного та стаціонарного режимів
роботи модельованої системи масового обслуговування:

а) Стохастична модель для динамічного режиму роботи системи
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0,000200,0000,000 tPtPtP µ+λ−=′

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),1,010200,100121,000201,000 tPtPtPtP µ+µ+µ+λ−=′

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,100200,0000,100120,100 tPtPtPtP µ+λ+µ+λ−=′

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,100200,0000,100120,100 tPtPtPtP µ+λ+µ+λ−=′

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ),1,100111,02020010200,110 tPtPtPtP µ+µ+µ+λ−=′ ,1

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,110111,03020020201,020 tPtPtPtP µ+µ+µ+λ−=′ ,1

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,120111,04020030201,030 tPtPtPtP µ+µ+µ+λ−=′ ,1

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),1,13011040201,040 tPtPtP µ+µ+λ−=′ ,1

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),1,101111,1202001001020111,110 tPtPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−=′ ,1,1

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ),1,111111,1302002012020111,120 tPtPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−=′ ,1,1

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,121111,1402003013020111,130 tPtPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−=′ ,1,1

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),1,1311104014020111,140 tPtPtPtP µ+λ+µ+µ−=′ ,1,1

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),1,1012000101120,101 tPtPtPtP µ+λ+µ+λ−=′ 1,0,0

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),1,1022001102120,102 tPtPtPtP µ+λ+µ+λ−=′ 1,0,0

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),1,1032002103120,103 tPtPtPtP µ+λ+µ+λ−=′ 1,0,0

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,1042003104120,104 tPtPtPtP µ+λ+µ−=′ 1,0,0

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),1,121201,1021111011420111,101 tPtPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−=′ ,1,1

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,131201,1121112012120111,121 tPtPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−=′ ,1,1

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),1,1221103013120111,131 tPtPtPtP µ+λ+µ+µ−=′ ,1,1

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,122201,1031111111220111,112 tPtPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−=′ ,1,1

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,1041101211320111,131 tPtPtPtP µ+λ+µ+µ−=′ ,1,1
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( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ),1,1131102112220111,122 tPtPtPtP µ+λ+µ+µ−=′ ,1,1

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ),1,111200,1021210010120111,101 tPtPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−=′ ,1,1

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),1,112200,1031210110220111,102 tPtPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−=′ ,1,1

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),1,113200,1041210210320111,103 tPtPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−=′ ,1,1

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ).10310420111,104 tPtPtP ,1,1 λ+µ+µ−=′
б) Стохастична модель для стаціонарного режиму роботи системи
 ( )( ) ( ) ( )( )( ),0 0,000200,000 tPtP µ+λ−=

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),0 1,010200,100121,00020 tPtPtP µ+µ+µ+λ−=
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),0 1,100200,0000,10012 tPtPtP µ+λ+µ+λ−=
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),0 1,100200,0000,10012 tPtPtP µ+λ+µ+λ−=
( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),0 1,100111,0202001020 tPtPtP µ+µ+µ+λ−= ,1

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),0 1,110111,0302002020 tPtPtP µ+µ+µ+λ−= ,1

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),0 1,120111,0402003020 tPtPtP µ+µ+µ+λ−= ,1

( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,1301104020 tPtP µ+µ+λ−= ,1

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),0 1,101111,120200100102011 tPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ− ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,111111,130200201202011 tPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−= ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,121111,140200301302011 tPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−= ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),0 1,131110401402011 tPtPtP µ+λ+µ+µ−= ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),0 1,101200010112 tPtPtP µ+λ+µ+λ−= 1,0,0

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,102200110212 tPtPtP µ+λ+µ+λ−= 1,0,0

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,103200210312 tPtPtP µ+λ+µ+λ−= 1,0,0

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,104200310412 tPtPtP µ+λ+µ−= 1,0,0

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,121201,102111101142011 tPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−= ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),0 1,131201,112111201212011 tPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−= ,1,1

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),0 1,122110301312011 tPtPtP µ+λ+µ+µ−= ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ),0 1,122201,103111111122011 tPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−= ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,104110121132011 tPtPtP µ+λ+µ+µ−= ,1,1

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),0 1,113110211222011 tPtPtP µ+λ+µ+µ−= ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,111200,102121001012011 tPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−= ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,112200,103121011022011 tPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−= ,1,1

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ),0 1,113200,104121021032011 tPtPtPtP µ+µ+λ+µ+µ+λ−= ,1,1

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ).0 1031042011 tPtP ,1,1 λ+µ+µ−=
Матриця Н для динамічного та стаціонарного режиму роботи системи масового

обслуговування буде мати такий вигляд:
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Знайдемо матрицю Н для числових значень параметрів ⎥⎦
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14,11 12 ,
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1411 , ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=µ
хв
1520 . Тоді вектор p  для стаціонарного режиму роботи системи

визначимо як:

( ) bНр
1−∗= .

У результаті одержимо такі значення:
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Основні числові характеристики досліджуваної системи масового обслугову-
вання будуть такі:

математичне сподівання (середнє число) вимог у системі: для такого класу зада-
чу математичного сподівання слід обчислювати за формулою:
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Для значення 41 =k  маємо:
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Отже, середнє число вимог, які можуть перебувати в системі
М = 0,592765.

Довжина черги вимог, які чекають на обслуговування, буде дорівнювати

0,50180,0910,592765-M
11
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2012

L .

Імовірність тощо, що в системі вимоги відсутні, тобто система не працює, буде
дорівнювати

( )( ) 6017,00,000 =P ,
що складає майже 61 % робочого часу.

Імовірності втрат вимог системою, які є внаслідок обмеженої черги, буде дорів-
нювати

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

.00094,000006,000007,000009,000006,000068,000004,0
1,1041,1221,1131,1310,1041,1401

=+++++=

=+++++= PPPPPPPk

Висновки з проведеного дослідження. Розроблений методологічний підхід дає
можливість будувати стохастичні моделі систем масового обслуговування із поета-
пним обслуговування вимог при наявності в системі блоків очікування в стаціона-
рному та в динамічному режимах. У результаті, ми маємо можливість по моделі
знаходити основні числові характеристики, які дають нам важливу інформацію про
функціонування системи.
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