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Доведено, що застосування когнітивних карт і когнітивних
моделей у дослідженні ТРК дає можливість розв’язувати завдан-
ня, які здебільшого складно піддаються формалізації за допомо-
гою інших підходів.
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МОДЕЛЬ УПРАВЛІННЯ ЗАПАСАМИ
ГОРИЗОНТАЛЬНО ІНТЕГРОВАНОГО ХОЛДИНГУ

ЗА УМОВИ СТОХАСТИЧНОГО ПОПИТУ
АНОТАЦІЯ. Вивчається питання про оптимальний розмір товарного
чи виробничого запасу горизонтально інтегрованого холдингу та мі-
німальні витрати на закупівлю, зберігання і можливу дефіцитність за
умови стохастичного попиту. Побудовано алгоритм знаходження та-
кого оптимального розміру замовлення ресурсу та його розподілу по
підприємствах холдингу у випадку недостачі через мінімізацію витрат
на систему управління запасами.
КЛЮЧОВІ СЛОВА: оптимальний розмір запасу, мінімізація витрат,
одноперіодні системи управління запасами.
АННОТАЦИЯ. Исследуется задача определения оптимального раз-
мера товарного или производственного запаса горизонтально интег-
рированного холдинга в условиях неопределенности и минимальных
издержек, связанных с закупкой, дефицитностью и хранением.
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: оптимальный размер запаса, минимизация из-
держек, однопериодные системы управления запасами.
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ANNOTATION. We study the question of optimal lot size for holding
company that can minimize the purchasing costs, carrying costs and
stock-out costs, if demand is stochastic.
KEY WORDS: optimal lot size, minimization of carrying costs and stock-
out costs, single-period inventory systems.

Постановка проблеми. Сучасному етапу економічного-соці-
ального розвитку характерне посилення процесів інтеграції, ре-
зультатом яких є ланцюг об'єднань, злиттів і поглинань компаній.
Холдингові компанії, як продукт процесів розвитку економіки,
виникають по всьому світу і наша держава не є виключенням. У
країнах з розвиненою корпоративною власністю холдингові ком-
панії давно є фундаментальним інструментарієм, який викорис-
товується для консолідації власності міжнародних груп опера-
ційних компаній, корпоративного управління, а також для
впровадження інвестиційних проектів та оптимізації податкового
планування.

У нашій країні теж останніми роками з’являється багато хол-
дингових структур. Об’єднуючись у холдинги, підприємства ма-
ють певні цілі: укріплення позицій на ринку, отримання економі-
чного виграшу. Разом з тим, одним з основних завдань, які ро-
в’язуються в процесі створення холдингу, є оптимізація структу-
ри управління. Завдяки цьому керівництво головної компанії мо-
же зосередитись на розробці і розв’язанні стратегічних задач, які
забезпечують перспективний розвиток усієї групи компаній. Од-
нією з них є задача управління запасами. Колосальний обсяг обо-
ротних коштів надає зазначеній проблемі пріоритетного значен-
ня. Адже надлишкові запаси, які і їх дефіцит, часто стають
причиною багатьох невдач у бізнесі та втрат на виробництві і
призводять до критичних ситуацій. Тому проблема ефективного
управління запасами є досить актуальною як для окремих під-
приємств, так і для їх об’єднань.

Аналіз основних джерел. Перші спроби розв’язати за допо-
могою математичних методів задачі управління запасами були
зроблені ще в 20-х роках минулого століття. Формула Уілсона,
яку ще називають простою формулою розмірів партії, була виве-
дена на початку ХХ століття і залишається актуальною й досі.

Після закінчення другої світової війни почала активно розви-
ватись наука про методи управління та дослідження операцій.
Саме тоді було звернуто увагу на те, що характер процесів
управління запасами є випадковим. У 1953 р. Уайтином [1] була
написана перша книга, в якій досить детально були описані ймо-
вірнісні методи управління запасами.
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З 1960-х років активно почали займатися теорією запасів і в
Радянському Союзі. Серед перших найактивніших дослідників
слід відмітити О.В. Булинську, Ю.І. Рижикова [2].

Останніми десятиліттями інтерес до теорії закупок і запасів не
зменшується. Адже сучасний бурхливий етап розвитку економіки
ставить нові задачі та висуває перед наукою нові вимоги. І, не
дивлячись на те, що вченими розроблено багато методів і моде-
лей управління запасами і розв’язано велику кількість пов’язаних
з цим практичних задач, порушені питання все ще залишаються
актуальними. Зокрема, питання про управління матеріальними
ресурсами в компаніях холдингового типу вивчені недостатньо.

Теорія управління запасами містить моделі, що поділяються
на статичні та динамічні, детерміновані та стохастичні. Основні
ймовірнісні моделі в свою чергу можна умовно розділити на такі
три групи: одноперіодні (single-period models), моделі управління
запасами з оперативною інформацією (transaction reporting
systems; lot size reorder point systems), системи з періодичними
перевірками (periodic review systems). Оскільки у даній статті
розв’язується одноперіодна задача управління ресурсами, зупи-
нимось детальніше на останніх публікаціях, які присвячені цій
тематиці.

Хедлі й Уайтин [3] були першими дослідниками, які сформу-
лювали так звану задачу «продавця газет», тобто задачу управ-
ління запасами протягом одного періоду, та розвинули підхід до
її розв’язання на основі динамічного програмування. Калего та
Мун [4] визначили одноперіодну задачу як інструмент для знахо-
дження оптимального розміру запасу, якщо існує одноразова мо-
жливість закупки потрібного товару перед початком періоду та
попит на цей товар є випадковим. Крім того, у моделі, розробле-
ній авторами, не використовується в явному вигляді закон розпо-
ділу попиту, який у більшості випадків невідомий, а потрібні ві-
домості лише про математичне сподівання та дисперсію. Такий
же підхід до розв’язання задачі «продавця газет» був використа-
ний у роботах [5, 6] за умов обмежень на бюджет, з різними сту-
пенями обробки товару — від сировини до готового виробу, у
випадках з одно- та багатопродуктовими запасами.

Робота Хойї [7] присвячена широкому огляду розроблених
одноперіодних моделей з їх класифікацією та перспективам по-
дальшого вивчення.

Серед багатьох ймовірнісних моделей з різноманітними дода-
тковими умовами окремо слід виокремити роботи, в яких підхід
до розв’язання даної проблеми базується на використанні нечіт-
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ких множин. Петровіц та ін. [8] запропонували дві моделі, які
описувались дискретним нечітким попитом і витрати, відповідно,
теж були змодельовані за допомогою нечітких множин. У робо-
тах [9, 10] було використано аналогічний підхід до розв’язання
розглядуваної задачі за різних додаткових умов та обмежень.

Виклад основного матеріалу. Розглянемо задачу знаходжен-
ня оптимальної партії замовлення матеріального ресурсу для го-
ризонтально інтегрованого холдингу. У випадку, коли кожне з
дочірніх підприємств здійснює закупівлю цього ресурсу відпові-
дно до власних потреб незалежно від інших, задача управління
системою запасів зводиться до класичної задачі (випадок одного
підприємства), яка на даний час достатньо широко вивчена. У
даній же статті розглянемо задачу, коли одне підприємство хол-
дингу виготовляє або закуповує і зберігає матеріальні ресурси,
необхідні для інших однопрофільних дочірніх підприємств хол-
дингу. Наприклад, у випадку збутового холдингу закуповується
певний товар, який зберігається на складах і може бути проданий
одним із підприємств торгівлі, що входять до холдингу. Зрозумі-
ло, що за умови стохастичного попиту на кінцевий продукт, який
виготовляють або продають об’єднані в холдингову структуру
підприємства, задача управління запасами стає достатньо актуа-
льною. Адже потрібно мати певні механізми визначення оптима-
льних обсягів замовлення чи виготовлення потрібного матеріаль-
ного ресурсу для того, щоб мінімізувати можливі витрати у
випадку недостачі чи надлишку.

Отже сформулюємо задачу управління запасами відповідно до
викладеного вище. Нехай потрібний для n однопрофільних під-
приємств холдингу матеріальний ресурс (наприклад сировина,
матеріали тощо), закуповується і зберігається на складі A. Зазна-
чимо, що без втрати загальності склад можна замінити підприєм-
ством, яке виготовляє сировину для інших підприємств, що вхо-
дять до холдингу (рис. 1).

А

Підприємство 1 Підприємство 2 Підприємство п…

Рис. 1. Схема руху матеріального ресурсу на підприємства холдингу

Розглянемо одноетапну модель управління запасами за умов
миттєвого попиту. Це означає, що матеріальний ресурс на певний
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період замовляється або виготовляється лише один раз і сумар-

ний попит на нього ∑
=

=
n

і
iXX

1
 (Хі, ni ≤≤1  — попит на цей ресурс,

обумовлений виробничими планами і-того підприємства) відо-
мий на початку періоду. Нехай y — рівень запасу до моменту
отримання замовлення, який у ряді частинних випадків може бу-
ти нульовим. Визначимо g(x) — як функцію щільності розподілу
ймовірностей сумарного попиту X. Зрозуміло, що функція g пев-
ним чином пов’язана з функціями розподілу випадкових величин
Xi, ni ≤≤1 . Наприклад, якщо випадкові величини Xi, ni ≤≤1  не-
залежні та нормально розподілені з параметрами відповідно
( )2, іі σμ , то їх сума ∑

=
=

n

і
іХХ

1
 теж має нормальний закон розподілу

з параметрами ⎟
⎠
⎞
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⎛ σ=σμ=μ ∑∑

==
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і
і

1

22

1
, . Випадки, коли доданки роз-

поділені за іншими законами, можна знайти у відповідній літера-
турі з теорії ймовірностей і математичної статистики (наприклад,
[11]).

Нехай z і di — питомі витрати зберігання та дефіцитності від-
повідно (на одиницю продукції за етап), які не залежать від заку-
півельної ціни; c — ціна одиниці продукції. Зазначимо, що ви-
трати дефіцитності кожного підприємства, які визначаються
втраченим прибутком, виплатами штрафів тощо, можуть дещо
різнитися між собою, тому в загальному випадку ми вводимо різ-
ні позначення для них. Оскільки підприємства, які входять до
складу холдингу, часто на практиці мають широке територіальне
розташування, слід врахувати витрати на перевезення. Отже, по-
значимо ci — питомі витрати на перевезення розглядуваного ре-
сурсу від пункту А до і-того підприємства.

Розв’яжемо задачу знаходження оптимального розміру замов-
лення через мінімізацію очікуваних витрат на управління запаса-
ми. За припущення неперервності величин попиту Хі на даний
період і відсутності витрат на оформлення замовлення обсягом Q
функція очікуваних витрат буде сумою витрат на закупівлю, збе-
рігання у випадку залишку, доставку товару до підприємств і ви-
трат дефіцитності у випадку недостачі. Зрозуміло, що оскільки
сумарний попит X виникає після отримання партії товару Q, то у
випадку недостачі його слід розподілити між підприємствами
так, щоб витрати, пов’язані з дефіцитністю, були мінімальними.
Тому крім змінної рішень (decision variable) Q, введемо ще змінні
p1, p2, … pn (такі що 1

1
=∑

=

n

і
іp , 0≥ip  для будь-якого ni ,1= ), які
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будуть характеризувати у випадку загальної недостачі ресурсу
після виникнення попиту розподіл недостач по підприємствах. У
такому разі на і-те підприємство буде доставлено ( ) ii pQxx −−  кі-
лькість ресурсу (тут x, xi — реалізації випадкових величини Х, Хі,

ni ≤≤1 , відповідно).
Таким чином, цільова функція має вигляд:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) VdxxgQxpddxxgxQzyQсpppQL
Q

n

i
іі

Q

n +−⎟
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⎛+−+−= ∫∑∫
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=10
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∀≥

=∑
=

.,1,0

,1
1

nіp

p

і

n

і
і (2)

У функції (1) ( )npppQVV ,,,, 21 K=  — функція очікуваних ви-
трат на перевезення. Для її побудови слід знайти математичне
сподівання функції
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Взявши до уваги рівність (3) цільова функція (1) набуде ви-
гляду:

( ) ( ) ( ) ( ) +−+−= ∫
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за умов (2).
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Основне завдання полягає у знаходженні умовного мінімуму
функції ( )npppQL ,,,, 21 K . Оскільки розглядувана функція є лі-
нійною відносно змінних pi, ni ≤≤1 , то при кожному фіксовано-
му значенні Q вона може досягати мінімуму в одній з вершин п-
вимірного многогранника, заданого лінійними умовами (2):
B1(1;0;0;…;0), B2(0;1;0;…;0), B3(0;0;1;…;0), … , Bn(0;0;0;…;1).
Цей факт випливає з теореми лінійного програмування, відомої
під назвою симплекс-методу (див. [12, с. 100]). Неважко переко-
натись, що функція ( )nQ ppL ,,1 K  (цей запис означає, що Q фіксо-
ване) буде досягати мінімуму в точці { }niВВ іі ≤≤∈ 1.*  такій, що

{ }nісdсd іііі ≤≤−=− 1.min** .
Звідси випливає природний висновок: усю кількість недостачі,

яка викликана тим, що сумарний попит Х виявився більшим від
розміру замовленої партії Q, слід «спроектувати» на підприємст-
во з номером i*, для якого різниця ** іі сd −  мінімальна.

Зафіксуємо такий номер i*. Розв’яжемо тепер задачу мініміза-
ції функції

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−+−== ∫
Q

і
n dxхgxQzyQс
В

pPpQLQL
0*

21 ,,,, K

( ) ( ) ( ) ( )∫∑
∞

=
−−++

Q
іі

n

і
іі dxxgQхсdХМс **

1
 . (5)

Для цього знайдемо похідну

( ) ( ) ( )∫∫
∞

−−+=
Q

іі

Q
dxxgсddxxgzс

dQ
dL

**
0

. (6)

Урахувавши умову нормування для щільності розподілу ймо-
вірностей g(x) отримаємо:

( ) ( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−+= ∫∫

Q

іі

Q
dxxgсddxxgzс

dQ
dL

0
**

0
1

( ) ( )∫−+++−=
Q

іііі dxxgсdzсdс
0

**** .

Щоб знайти точку екстремуму функції L(Q), прирівняємо її

похідну до нуля: ( ) ( ) 0
0

**** =−+++−= ∫
Q

іііі dxxgсdzсdс .



436

Звідси отримаємо таке рівняння відносно Q:

( )
**

**

0 іі

іі
Q

сdz
ссddxxg

−+
−−

=∫ . (7)

Оскільки ліва частина рівняння (7) завжди додатна, будемо
вважати, що

0** >−− ссd іі . (8)

Можна показати, що в протилежному випадку L(Q) — моно-
тонно зростаюча функція на (0, +∞). Тоді побудований алгоритм
є непридатним для розв’язку задачі знаходження оптимального
розміру замовлення. Зазначимо, що на практиці умова (8) найчас-
тіше є справедливою, тобто питомі витрати, пов’язані з дефіцит-
ністю перевищують суму закупівельної ціни та питомих витрат
на перевезення.

Покажемо що в точці, яка є розв’язком рівняння (7), функція L

досягає мінімуму. Дійсно, ( ) ( ) ( ) 0**2

2

>−+⋅= QgсdQgz
dQ

Ld
іі  за вико-

нання умови (8).
Отже, розв’язок рівняння (7) і буде точкою мінімуму цільової

функції L(Q). Мінімально можливий середній розмір витрат на
систему управління запасами, можна знайти підставивши отри-
маний розв’язок у функцію (5).

Як бачимо, розв’язок рівняння (7) залежить від закону розпо-

ділу попиту. Оскільки ( ) ( )QGdxxg
Q

=∫
0

, де G(Q) — функція розпо-

ділу ймовірностей величини попиту Q, рівняння (7) можна пере-
писати так:

( )
zсd
ссdQG

іі

іі

+−
−−

=
**

** . (9)

Це рівняння має єдиний розв’язок, оскільки G(Q) монотонно
зростаюча неперервна функція на [0, +∞), ( ) 10 ≤≤ QG  і

10
**

** <
+−
−−

<
zсd
ссd

іі

іі . У деяких випадках, коли G(Q) — кусково-

елементарна функція, розв’язок рівняння (9) можна знайти аналі-
тично. Якщо ж функція розподілу ймовірностей не виражається
через елементарні функції (нормальний розподіл, гамма та бета
розподіли тощо), можна скористатися одним з пакетів математи-
чних комп’ютерних програм (наприклад, Wolfram Mathematica
[13]), властивостями цих функцій, таблицями їхніх значень тощо.
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Проілюструємо викладений теоретичний матеріал прикладом
застосування у випадку конкретного холдингу. Нехай три дочір-
ніх однопрофільних підприємства (n = 3) використовують певний
вид сировини, що закуповується і зберігається на складі A. На
основі попереднього досвіду за результатами спостережуваних
значень попиту було встановлено, що на розглядуваний вид сиро-
вини попит і-го підприємства на даний період (Xi, i = 1,2,3) розподі-
лений нормально, а саме: Х1 � N(200; 680); Х2 � N(285; 597);
Х3 � N(360; 900). Питомі витрати зберігання та дефіцитності цього
матеріалу складають відповідно z = 18 ум. гр. од. і d1 = 65,
d2 = 82, d3 = 57 ум. гр. од.

Розрахуємо обсяг партії сировини, яку слід закупити холдингу
на даний етап, щоб очікувані витрати на управління запасами бу-
ли мінімальними, якщо ціна одиниці сировини складає c = 25 ум.
гр. од., питомі витрати її доставки зі складу на і-те (i = 1,2,3) під-
приємство такі: c1 = 4,5, c2 = 8,4, c3 = 10,2 ум. гр. од. На початку
етапу рівень запасу був нульовим.

Спочатку знайдемо i*, тобто номер підприємства, яке у разі
недостачі недоотримає сумарну кількість невистачаючої сирови-
ни зі складу А. Отже,

{ } { }=−−−==− 2,1057;4,882;5,465min3,2,1|min iсd іі

{ } 8,468,466,73;5,60min = .

Таким чином, і* = 3. Тепер розрахуємо розмір замовлення Q на
етап. Для цього складемо рівняння, підставивши дані в (9):

G(Q) = 0,3364, (10)

де G(Q) — функція розподілу ймовірностей сумарного попиту на
сировину.

Оскільки випадкова величина X = X1 + X2 + X3 розподілена нор-
мально, з параметрами μ = μ1 + μ2 + μ3 = 845,
σ2 = 21742

3
2
2

2
1 =σ+σ+σ , то рівняння (10) можна переписати так:

( )
3364,0

2626,46
1

0

4348
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−
−Q x

dxe .

Взявши до уваги формулу ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
μ−

Φ+=
xxF 5,0 , де ( )xF  — фу-

нкція розподілу ймовірностей випадкової величини Х2 � N(μ; σ2),
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Ф(⋅) — інтегральна функція Лапласа, отримаємо:

1636,0
626,46

845
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
Φ

Q .

Таким чином, у таблиці значень функції Лапласа потрібно
знайти таке значення змінної x , при якому функція Ф(х) дорів-
нює 0,1636. Неважко переконатись ([11, табл. 1]), що таке зна-
чення дорівнює 0,42.

Отже, 42,0
626,46

845
=

−Q , з чого випливає, що оптимальний розмір

закуповуваної партії сировини за описаних вище умов складає

Q = 845 – 0,42 ⋅ 46,626 = 825,42 од.

Обчислимо очікуваний розмір витрат на систему управління
запасами за знайденого розміру замовлення Qopt = 825,42. Для
цього підставимо дані у функцію витрат (5):

( )
( )

+⋅−
π

+⋅= ∫
−

−42,825

0

4348
845 2

42,825 dxеxQL
х

opt 246,626
18825,4225)(

( )
( )

∫
∞ −

−
⋅−

π
+⋅+⋅+⋅+

42,825

4348
845 2

42,8253602,102854,82005,4 dxеx
х

246,626
46,8 .

.(11)

Оскільки інтеграли у правій частині (11) є такими, що не бе-
руться, для обчислення L(Qopt) скористаємося системою Wolfram
Mathematica. Отримаємо таке значення витрат: L(Qopt) = 29193,6
ум. гр. од.

Зазначимо, що формулу для обчислення очікуваних витрат
можна знайти в явному вигляді аналітичним шляхом, використа-
вши формули та твердження теорії ймовірностей.

Висновки з проведеного дослідження. У роботі знайдено оп-
тимальний розмір замовлення матеріального ресурсу на один пе-
ріод для забезпечення потреб горизонтального холдингу через
мінімізацію сумарних витрат на систему управління запасами.
Крім того показано, як слід розподілити ресурс за однопрофіль-
ними підприємствами у випадку виникнення дефіциту, щоб ви-
трати були мінімальними. У кінці роботи наведено числовий
приклад, який ілюструє застосування розвинутої теорії на прак-
тиці.
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Одним з напрямків подальшого дослідження з цієї тематики
може стати побудова відповідних моделей у випадках різних за-
конів розподілу попиту. Крім того, практичний інтерес представ-
ляє задача знаходження оптимальної партії замовлення холдингу,
якщо на ресурс надаються закупівельні знижки.
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