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ДОСЛІДЖЕННЯ МОДЕЛІ ПОПУЛЯЦІЇ
І ОЦІНКА ПАРАМЕТРІВ ЗА ДОПОМОГОЮ
ФУНКЦІЇ ЧУТЛИВАОСТІ

АНОТАЦІЯ. Досліджено модель популяції за допомогою традіційних ме-
тодів, за допомогою функції чутливості першого порядку. А також за-
пропоновано метод дослідження за допомогою функції чутливості дру-
гого порядку, проведено порівняння точності оцінок за традиційними
методами та новими.
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ANNOTATION. We researching the population models with help traditional
methods and with help sensitivities functions first order. Also supposed the
methods of investigating with help sensitivities functions second order and fulfill
analyses accuracy of estimates as traditional and new methods.

КЛЮЧОВІ СЛОВА. Функція чутливості першого та другого порядків, матри-
ця інформації Фішера, оцінки параметрів,

Вступ. Припустимо, що задано динамічну систему, яка є мо-
деллю фізичного, соціального або біологічного явища, тобто:

)),(,()(
.

Θ= txtFtx ,  )()( 0
..

Θ= xtx ,
)),(,()( Θ=η txtht , [ ]Tt ,0∈ , (1)

де nRtx ∈)(  , nRt ∈η )( , pR∈Θ , :F npn RR →++1 , :η RR pn →++1 ,
F і h  — достатньо гладкі функції.
Розв’язок задачі (1) подамо у вигляді:

),( Θ= txx , Tt ≤≤0 ,
),( Θ=η tf , Tt ≤≤0 , (2)

де f  визначена як )),,(,(),( ΘΘ=Θ txthtf .
Звичайно, цікавим в контексті моделі (1) — (2) є питання:
1. Пряма задача, тобто знаходження η  залежно від парамет-

раΘ . Важливим є завдання ідентифікації цих параметрів, до яких
модель більш (менш) чутлива.

2. Обернена задача, або задача оцінки параметрів, яка полягає
в оцінці параметра Θ  залежно від множини значеньη .

Це дуже важливі задачі і вони раніше вивчалися за допомогою
традиційної функції чутливості (ТФЧ) [1, 2].

У цій роботі ми розглядаємо задачу оцінки параметру Θ  за-
лежно від оптимального припущення на майбутнє.

Припускаємо, що інформація про параметр Θ  може значно
змінюватися від одного моменту вимірювання до іншого. Мета
дослідження: отримати математичний інструмент, який дозволяв
би отримувати більш точну оцінку, та сформулювати задачу оці-
нювання «істинного» значення Θ  від номінального за аналогією
метода найменших квадратів, шукають найменше значення від
суми квадратів різниць ),()( 0Θη= tty  і ),( Θtj .

Традиційно, відповідь на це питання полягає в знаходженні
розподілів для вимірювань, які оптимізують деякий критерій. За-
звичай, критерієм слугує матриця інформації Фішера. Але ця мат-
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риця залежить від параметра 0Θ , який на практиці не відомий.
Ми розв’язуватимемо задачу використовуючи поняття узагаль-
неної функції чутливості, яка вперше була введена Thomasehh
and Cabelli [5]. Отримані результати будемо ілюструватимемо на
логістичній моделі популяції Verhulst—Pearl. Ця модель широко
застосовується в науково-дослідницькій літературі, має аналітич-
ний розв’язок, кілька параметрів та добре відому динаміку [2].
Логістична модель, яка наближає розмір граничного насичення
популяції залежно від часу, описується диференціальним рівнян-
ням:

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

k
txtrxtx )(1)()(

.
,  0)0( xx = , (3)

де k , r , 0x  — сталі, які, відповідно, описують: стан навколиш-
нього середовища, коефіцієнт зростання популяції і початкове
значення популяції.

Наша задача полягає в оцінці параметра 3
0 ).,( Rxrk ∈=Θ .

Аналітичний розв’язок задачі (3) подається у вигляді:

rte
x
k

ktx
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

11
)(

0

 (4)

і наближено дає стійкий стан kx ≡  при ∞→t  (рис. 1).

Рис. 1. Розв’язок логістичного рівняння при )1,0;7,0;5,17(0 =Θ
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Порівнявши з (2), матимемо, що в цьому випадку функція  ви-
значається правою частиною рівняння (4).

1. Загальні постановки задачі оцінювання параметра

1.1. Процедура вимірювання

Припускаємо, що при заданому 0>T  ми можемо здійснити
вимірювання [ ]Tt ,0∈ . Виходячи з класичної статичної теорії,
розглянемо

)(),()( ttfty ε+Θ= , [ ]Tt ,0∈  (5)

в якості реалізації моделі для процесу, який спостерігається, де
0Θ  — «істинний» або номінальний параметр, про який вже нам

відомо із вступу; нелінійна функція f  неперервна і двічі диферен-
ційована по 0Θ .

Функція y , яка задає вимірювання в будь-який час [ ]Tt ,0∈ ,
реалізує стохастичний процес (статистична модель):

)(),()( 0 twtfty +Θ= ,

який регулює процес вимірювання.
Звичайно ),( Θtf  — детермінована функція означає зовнішню

модель відповідно y  істинного значення 0Θ і )(tw  — випадковий
процес типу білого шуму для вимірювання похибки. Похибка

)(tε  в (5) це просто реалізація )(tw . Далі припускаємо, що

0))(( =twE , [ ]Tt ,0∈ ,

Var )()( 2 ttw σ= , [ ]Tt ,0∈ ,
)(( twCov )()()())( ststsw −δσσ= , [ ]Tt ,0∈ ,

де )(tδ  — функція Дірака.
Позначимо через )(tm  щільність вимірювань при [ ]Tt ,0∈ ,

тобто ∫
t

s
drrm )(  — кількість вимірювань на інтервалі [ ]ts; , ts < .
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Визначимо, згідно з методом найменших квадратів, похибку
вимірювань за формулою [1]:

∫ Θ−
σ

=Θ
T

dttfty
t
tmyJ

0

2
2

)),()((
)(
)(),( .

Інтеграл можна розглядати по відношенню до міри P  на [ ]T,0

зі щільністю
dt

tdPtm )()( = . Це мотивує нас розглядати більш загаль-
ний функціонал похибки у вигляді:

∫ Θ−
σ

=Θ
T

tdPtfty
t

yJ
0

2
2 )()),()((

)(
1),( ,

де P  — загальна міра на [ ]T,0 .

Якщо ми хочемо отримати оцінку параметру 
∧
Θ  мінімізуючи

),( ΘyJ  по Θ  в сусідньому 0Θ , ми можемо, не обмежуючи загаль-
ності, припустити, що P  — ймовірнісна міра на [ ]T,0 .
У дискретному випадку (скінчене число вимірювань), беручи

∑
=
δ=

n

i
tidP

1
 отримуємо:

∑
=

Θ−
σ

=Θ
n

i
i

i
d tfty

t
yJ

1

2
2 )),()((

)(
1),( .

1.2. Оцінки найменших квадратів

Для оцінки 0Θ  використовуємо процедуру найменших квад-
ратів, тобто:

∧
Θ

Θ
= arg ),(min ΘyJ . (6)

Розглядаємо y  як реалізацію стохастичного процесуY , 
∧
Θ  як

реалізацію випадкової величини
∧
Θ , яку називають вагою оцінки

найменших квадратів. Запишемо (6) у вигляді:
∧
Θ

Θ
= arg ),(min ΘYJ .
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Використовуючи процедуру лінеаризації [5] ми отримаємо в
першому наближенні результат

∧
Θ ),( 00 ΣΘ≈ pN ,

тобто 
∧
Θ  наближено має нормальний розподіл з математичним

сподіванням 0Θ  і дисперсією 0Σ , де 0Σ  — обернена до матриці
інформації Фішера.

1.3. Традиційна функція чутливості

Розглянемо модель (2). Визначимо традиційну функцію чут-
ливості парного порядку у вигляді:

),(),( Θ
Θ∂
η∂=Θ tts

k
k  R∈ , pk ,1= ,

Тоді матриця розмірності p×1

( ) ( )),(),(),...,,(),( 11 Θη∇≡ΘΘ=Θ Θ ttststs p

знаходиться за формулою:

)),,(,(),()),,(,(),( ΘΘ
Θ∂
∂+Θ

Θ∂
∂ΘΘ

∂
∂=Θ txthtxtxt

x
hts ,

де 
njjx

h
x
h

,1=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∂
∂=

∂
∂ ;

pknjk

j
x
xx

,1;,1 ==
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
Θ∂
∂ ;

pkk

hh

,1=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Θ∂
∂=

Θ∂
∂ .

Добре відомо [2], що матриця ),(:),( Θ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Θ∂
∂=Θ txtX , як функція

по t , задовольняє систему звичайних лінійних рівнянь (рівняння
чутливості):

)),,(,(),()),,(,(),( 0
.

ΘΘ+ΘΘΘ=Θ txtFtXtxtFtx x ; (7)

)(),0( 0 Θ
Θ∂

∂
=Θ

x
X .
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Рівняння (7) широко застосовується на практиці, забезпечую-
чи швидкий та ефективний шлях обчислення матриці чутності s
чисельно для загальної системи (1).

Хоча функція чутливості першого порядку є достатнім мате-
матичним інструментом, але ми пропонуємо ввести в розгляд ще
функцію чутливості другого порядку:

),(),(
2

, Θ
Θ∂Θ∂
η∂=Θ tts

mk
mk , pmk ,1, = .

Застосовуючи поняття функції чутливості, і враховуючи, що
функція ),( Θtf  в (5) в околі точки 0Θ  має розклад у ряд Тейлора:

),( Θtf +Θ= ),( 0tf +Θ−ΘΘ∇Θ ))(,( 00tf

...))(,()(
2
1

00
2

0 +Θ−ΘΘ∇Θ−Θ ΘΘ tfT

Запишемо фунціонал ),(~ ΘyJ  у вигляді:

),(~ ΘyJ ∫ +Θ−ΘΘ∇−ε
σ

= Θ
T

tft
t0

02
))(,()((

)(

1

)()))(,()(
2
1 2

0
2

0 tdPtfT Θ−ΘΘ∇Θ−Θ+ ΘΘ .

Поблизу 0Θ , ),(~),( Θ≈Θ yJyJ  і значення, яке мінімізує ),(~ ΘyJ ,
є наближенням для оцінки Θ̂  і дається формулою (7). Умовою
оптимальності при Θ~  є 0)~,(~ =Θ∇Θ yJ , або

∫ +Θ∇Θ−ΘΘ∇Θ−Θ−Θ−ΘΘ∇−ε
σ

ΘΘΘΘ
T

T tftftft
t0

0
2

0002
0,())(~)(,()~(

2
1)~)(,()((

)(
12

10
2

0 0)()),()~( ×ΘΘ =Θ∇Θ−Θ+ p
TT tdPtf .

Утримуючи лише члени першого порядку з 0
~ Θ−Θ  матимемо:

∫ Θ∇
σ
ε≈Θ−Θ Θ

T
T tdPtf

t
tA

0
20 )(),(

)(
)()~( ,
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де матриця А подається формулою:

∫ Θ∇ε−Θ∇Θ∇
σ

= ΘΘΘΘ
T

T tdPtfttftf
t

A
0

0
2

002 )(),()(),(),((
)(

1 .

На рис. 2 і 3 зображено для логістичної кривої функції чутли-
вості першого і другого порядку для ),(),()(η Θ=Θ= txtft  із рів-
няння (4).

Рис. 2. Функція чутливості першого порядку

Рис. 3. Функція чутливості другого порядку
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Рис. 4. Чутливість по відношенню до r

Рис. 5. Чутливість по відношенню до 0x

Величина функції чутливості другого порядку тим більша,
чим більша функція чутливості першого порядку. Більш того, їх
зв’язок декілька ширший, якщо подивитися на рис. 4 і 5. Цей
факт підтверджує наше припущення про те, що функція чутливо-
сті другого порядку може відігравати важливу роль і буде вико-
ристана разом з функцією чутливості першого порядку в задачах
на знаходження оцінок параметрів.

Висновок. Наше інтуїтивне припущення що функція чутливо-
сті другого порядку покращує оцінку параметра Θ  підтвердилося
на прикладі аналізу логістичної моделі. Крім того, для покра-
щення оцінок ми повинні ввести додаткові вимірювання в момен-
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ти часу, в які функція чутливості першого порядку більше і фун-
кція чутливості другого порядку менше (або де відношення цих
величин порівняно). Виходячи з нашого аналізу за допомогою
моделі популяції, ми пропонуємо використовувати функції чут-
ливості першого та другого порядків як оптимальний інструмент
конструювання оцінок.
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ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКІВ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ
РІВНЯНЬ, ЩО ОПИСУЮТЬ ЗАКОНИ РОЗПОДІЛУ
ЙМОВІРНОСТЕЙ ДИНАМІКИ ЦІН АКТИВІВ НА
ФОНДОВОМУ РИНКУ

АНОТАЦІЯ. Стаття присвячена побудові розв’язків диференціальних рів-
нянь, що описують закони розподілу ймовірностей зростання і падіння
цін активів на фондовому ринку.

ANNOTATION. The article is devoted to constructing solutions of differential
equations which obtaining dynamic assets in stocks market.

КЛЮЧОВІ СЛОВА. Запізнючий експоненціал, ймовірність, диференціальне
рівняння.
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