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ЕКОНОМІКО-МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ УПРАВЛІННЯ
РОБОТОЮ СИСТЕМИ КАСОВИХ МІСЦЬ

ПІДПРИЄМСТВА ТОРГІВЛІ

Проведено дослідження можливості оптимізації роботи системи
касових місць підприємства торгівлі. Дослідження проведено на
основі побудованої економіко-математичної моделі, що
відображає зв’язок між кількістю касових місць, що обслуговують
покупців у заданий проміжок часу, та прибутками, які може отри-
мати за цей період торговельне підприємство.
КЛЮЧОВІ СЛОВА: прибуток, витрати на обслуговування, ме-
неджмент підприємства торгівлі, оптимізація роботи магазину,
економіко-математичне моделювання.

В статье проведено исследование возможности оптимизации ра-
боты системы кассовых мест предприятия торговли. Исследова-
ние проведено на основе построенной экономико-математической
модели, которая отображает связь между количеством кассовых
мест, обслуживающих покупателей в заданный промежуток вре-
мени, и прибылью, которую может получить за этот период торго-
вое предприятие.
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: прибыль, издержки на обслуживание, ме-
неджмент предприятия торговли, оптимизация работы магазина,
экономико-математическое моделирование.
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The article contains research of possibility of optimization of work of
the system of cashdesks of trade enterprise. This research is based
on the built mathematical model. The model represents connection
between the amount of cashdesks, attendant buyers in the set interval
of time, and income which can get for this period of trade enterprise.
KEYWORDS: income, costs on service, management of trade
enterprise, optimization of work of shop, mathematical model of
economic processes

Постановка проблеми та формулювання мети. В час світо-
вої економічної кризи, коли прибутки торговельних підприємств
значно знизились через падіння купівельної спроможності та під-
вищення цін на закупівлю товарів, комунальні послуги, оренду,
виникло нагальне питання: яким чином організувати роботу, щоб
підприємство залишилось прибутковим.

Одним з можливих варіантів розв’язання даної проблеми є
управління роботою системи касових місць торгового підприємс-
тва, спрямоване на:

— недопущення втрати клієнтів через великі черги біля кас,
що зумовлюється досить високим рівнем конкуренції у сфері тор-
гівлі;

— зменшення витрат на оплату роботи касових місць, що
включає в себе заробітну платню обслуговуючого персоналу, вар-
тість комунальних послуг, канцелярських товарів, технічного об-
слуговування.

Тобто, виникає необхідність у побудові такої моделі менедж-
менту роботи системи касових місць, що мінімізувала б витрати,
що виникають у процесі обслуговування покупців на касах.

Аналіз публікацій. Проблемі менеджменту організацій при-
свячено досить велику кількість публікацій (серед них [6; 7; 12]
та ін.). У них автори відображають основні аспекти та функції
управління, розкривають проблеми вироблення та прийняття
управлінських рішень, розкривають загальні питання організації
та забезпечення виробничих процесів. Також знайшли широке
відображення в науковій та навчальній літературі (наприклад, [1;
2; 4; 11]) основи управління персоналом на підприємствах: осно-
ви кадрової політики, стилі управління, питання розвитку персо-
налу та причини неефективного менеджменту на підприємстві.

Що стосується управління роботою персоналу, то в наукових
публікаціях відображаються, в основному, загальні питання пла-
нування потреби в обслуговуючому персоналі, такі як визначення
потрібної кількості персоналу та забезпечення нею підприємства,
аналіз здатності робітника виконувати свої професійні обов’язки
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на необхідному рівні; оцінювання рівня кваліфікації, необхідного
для виконання заданих обсягів роботи, можливості його підви-
щення; напрацювання заходів, що забезпечать активну участь
найманих робітників у процесі функціонування підприємства
тощо. Однак, питанню менеджменту саме підприємств торгівлі у
проаналізованих автором літературних джерелах взагалі не при-
діляється жодної уваги. Не висвітлені також питання, яким чином
організувати оптимальну роботу персоналу та технічних засобів
обслуговування клієнтів, які вимоги потрібно для цього висувати
та як оцінити ефективність їх роботи.

Окремо слід відмітити, що останнім часом з’явились публіка-
ції, що висвітлюють питання проектування підприємств роздріб-
ної торгівлі [8; 10] та створення інтернет-магазинів [3; 5; 9].

Виклад результатів дослідження. Кількість касових місць, що
обслуговують покупців у певний проміжок часу будемо вважати
оптимальною, якщо за даний проміжок часу підприємство торгівлі
матиме максимально можливий прибуток, що залежить в основно-
му від кількості покупців, які вони обслуговують, суми оплачених
чеків та торговельної надбавки підприємства. Торговельна надбавка
та постійні витрати — величини, що залежать в основному від ціно-
вої та організаційної політики торговельної організації і не є випад-
ковими в невеликі проміжки часу. А от кількість покупців та вели-
чина середнього чеку — величини випадкові, що змінюються як
залежно від зовнішніх факторів (протягом доби, тижня, від зміни
сезону, інфраструктури місця, де розташоване торговельне підпри-
ємство), так і від внутрішніх (зміна асортименту, проведення реклам-
них кампаній, зміна цінової політики).

Побудуємо математичну модель, яка буде відображати зв’язок
між кількістю касових місць, що повинні працювати в заданий
проміжок часу в торговому залі із випадковими величинами, що
змінюються залежно від часу: середньою кількістю покупців, які
обслуговуються за даний проміжок часу та середнім чеком, який
відображає вартість їхніх покупок.

Вхідні дані для побудови моделі:
а) постійні: maxn  — загальна кількість касових місць підприєм-

ства торгівлі; 1µ  — кількість покупців, яких може обслужити од-
на каса;

б) змінні: λ  — кількість клієнтів за визначений проміжок ча-
су, B  та C  — відповідно середній чек та середні витрати на ро-
боту одного касового місця за той самий проміжок часу крl  —-
довжина черги, починаючи з якої відбувається втрата покупців.
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У даній моделі визначимо прибуток від роботи касових місць
за формулою: навобс ССВП −−= , де П  — прибуток підприємства
від роботи касових місць, В  — виручка від реалізації продукції,
обсС  —- витрати на обслуговування касових місць, навС  — витра-

ти, пов’язані з неоптимальним навантаженням касових місць.
Будемо вважати, що виручка від реалізації продукції залежить

від кількості обслужених покупців і суми середнього чеку, тобто
BnВ ⋅µ⋅= 1 .

Витрати на обслуговування касових місць, що включають у
себе заробітну плату обслуговуючого персоналу, витрати на кан-
целярські товари, зношення апаратури, оплату комунальних по-
слуг тощо, визначимо як CnСобс ⋅= .

Витрати, що пов’язані з неоптимальним навантаженням касо-
вих місць, залежать від того перевантажені чи недовантажені ка-
нали обслуговування. Якщо потік покупців більший, ніж кіль-
кість касових місць, що працюють у даний проміжок часу, тобто

крln +µ⋅≥λ 1 , то не обслужені покупці стають у чергу. Однак, на-
явність конкуренції між торговельними підприємствами приво-
дить до того, що починаючи із довжини черги більшої ніж крl ,
відбувається втрата покупців, а отже зменшується виручка від
продажу продукції на величину Bln кр ⋅−µ⋅−λ )( 1 . З іншого боку,
якщо кількість покупців менша за пропускну здатність кас, або
( 1µ⋅<λ n ), касові місця простоюють, що призводить до збільшен-

ня витрат на їх обслуговування у розмірі C
n

n
⋅

µ⋅

λ−µ⋅

1

1 . Отже, ви-

трати пов’язані з неоптимальним навантаженням касових місць,
визначимо як

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩
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⎨
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Графічно функцію витрат, пов’язаних з неоптимальним нава-
нтаженням касових місць представлено на рис.1.
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1 2 
1µ

λ крl−
 … 

1µ
λ  … n

( ) Blкр ⋅−− 1µλ

Cнав

C

Рис. 1
Прибуток підприємства торгівлі збільшиться, якщо підібрати

таку кількість касових місць, що дозволила б мінімізувати витра-
ти, пов’язані з їх неоптимальним навантаженням. Тобто, для роз-
рахунку оптимальної кількості касових місць, що працюють у за-
даний проміжок часу потрібно розв’язати задачу мінімізації
цільової функції навС  за умови, що оптимальна кількість каналів
n  ціле число, що належить проміжку [ ]max;1 n .

Як видно з рис.1, функція ( )nfСнав =  має мінімум в тому ви-
падку, коли кількість касових місць дорівнює значенню, що на-

лежить проміжку 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

µ

λ

µ

−λ

11

;крl
. Тобто, визначення оптимальної

кількості касових місць зводиться до пошуку даного значення.
Розглянемо приклад. Нехай роботу супермаркету на протязі

доби поділено на чотири проміжки часу: з 7 до 11, з 11 до 15, з 15
до 19 та з 19 до 23 годин. Загальна кількість касових місць під-
приємства торгівлі 12max =n  і кількість покупців, яких може об-
служити одна каса 181 =µ . Нехай, також, для кожного з проміж-
ків часу за даними статистичних спостережень визначено
наступні показники: λ , B , C  та крl . Визначити оптимальну кіль-
кість касових місць, що повинні працювати в проміжки часу з 11
до 15 год. (якщо 56=λ чол., 3.248=B грн, 6.452=C  грн та

4=крl чол.) та з 19 до 23 год. (якщо 156=λ чол., 7.342=B грн,
2.473=C грн та 8=крl чол.) та обчислити прибуток підприємства

торгівлі в задані проміжки часу.
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Для проміжку часу з 11 до 15 год. 0=навС , якщо

18
56

18
456

≤≤
− n , тобто 

18
56

18
52

≤≤ n , або 1.389.2 ≤≤ n . Визначений

проміжок містить ціле число 3=n , що задовольняє умові
121 ≤≤ n . Отже, оптимальна кількість кас, що повинні обслугову-

вати покупців у заданий проміжок часу, дорівнює трьом. Прибу-
ток підприємства при цьому буде складати

4.120501 =⋅−⋅µ⋅=−−= CnBnССВП навобс грн.

Для проміжку часу з 19 до 23 год., 
18

156
18

8156
≤≤

− n , або

7.82.8 ≤≤ n , тобто немає жодного цілого числа, що належить за-
даному проміжку, отже немає такої кількості кас, у процесі робо-
ти яких витрати, що виникають за рахунок неоптимального наван-
таження були б нульовими. Для того, щоб визначити оптn , порів-
няємо значення навС  для цілих значень, що лежать у околі
( )7.8;2.8 . Якщо 8=n , то 8.1370)( 1 =⋅−µ⋅−λ= BlnС крнав грн. Якщо

9=n , то 53.17
1

1 =⋅
µ⋅

λ−µ⋅
= C

n
nСнав  грн. Отже, оптимальною є кіль-

кість кас, що дорівнює дев’яти, так як у процесі їх роботи маємо
менше значення навС . Прибуток підприємства при цьому буде
складати

1.51241
1

1
1 =⋅

µ⋅

λ−µ⋅
−⋅−⋅µ⋅=−−= C

n

n
CnBnССВП навобс грн.

Розв’язати задачу оптимізації можна також за допомогою над-
будови. Підбір параметру та з використанням вбудованих функ-
цій табличного процесору MS Excel (рис. 2).

Рис. 2
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Графіки функції витрат, пов’язаних з неоптимальним наван-
таженням каналів обслуговування, представлено на рис. 3.

Рис. 3

Ефективність роботи запропонованої моделі перевіримо сто-
хастичними методами. Систему касових місць підприємства тор-
гівлі можна представити як систему масового обслуговування з
кількістю каналів оптnn =  і потоком покупців λ , що обслугову-

ються біля кас. Інтенсивність навантаження касових місць 
µ

λ
=ρ

, де 1µ⋅=µ n . Нехай r  — кількість покупців, що стоять у черзі
біля однієї каси, а крl−µ−λ=ν  — це потік покупців, що не до-
чекалися своєї черги. Тоді інтенсивність втрати покупців буде рів-

ною 
µ

ν
=β .

Кількість станів даної системи змінюється у проміжку [ ]крln +;0 .
Граничні ймовірності системи:
а) ймовірність того, що всі касові місця вільні
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б) ймовірність того, що nk ,1=  касових місць обслуговують

покупців, черги немає 0
!

p
k

p
k

k
ρ

= ;

в) ймовірність того, що всі каси зайняті та крli ,1=  покупців

стоять у черзі ( )( ) ( ) 0
...2!

p
innnn

p
in

in
β+β+β+

ρ
=

+

+ .

Показники ефективності роботи даної системи обслуговуван-
ня покупців з використанням n касових місць:

а) середня кількість покупців у черзі ∑
=

+⋅=
rhl

i
inpir

1
;

б) середня кількість покупців, що будуть обслужені за визна-

чений період часу rA ⋅ν−λ= ;

в) відносна пропускна здатність системи касових місць 
λ

=
AQ ;

г) середня кількість зайнятих каналів 
µ

=
Ak .

Аналіз показників ефективності організації роботи касових
місць для наведеного вище прикладу представлено в табл.1.

Таблиця 1

ПОКАЗНИКИ ЕФЕКТИВНОСТІ ОРГАНІЗАЦІЇ
РОБОТИ КАСОВИХ МІСЦЬ

Проміжки часу
Показники ефективності 11—15 год. 19—23 год.

Оптимальна кількість кас, що обслуговують
клієнтів 3 9

Загальна кількість покупців, що обслугову-
ються на касах 54 162

Інтенсивність навантаження касових місць

µ

λ
=ρ 1,04 0,96
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Закінчення табл. 1

Проміжки часу
Показники ефективності 11—15 год. 19—23 год.

Інтенсивність втрати покупців 
µ

ν
=β – 0,04 – 0,09

Середня кількість покупців, що будуть об-
служені за визначений період часу

rA ⋅ν−λ=
56 156

Відносна пропускна здатність системи касо-

вих місць 
λ

=
AQ 100 % 100 %

Середня кількість покупців у черзі

∑
=

+⋅=
rhl

i
inpir

1

0 0

Слід зазначити, що обчислювати прибуток за наведеною вище
моделлю можна тільки лише тоді, коли оптnn = , так як у цьому
випадку всі канали системи зайняті обслуговуванням заявок. Для
того, щоб обчислити прибуток у випадку, коли співвідношення

оптnn =  не виконується потрібно врахувати наступні доповнення:
— виручка від реалізації буде залежати від того, скільки клі-

єнтів обслуговується на касах за даний проміжок часу, тобто

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+µ>λ+µ

+µ≤λ≤µµ

µ<λλ

=

кркр

кр

lnякщоBln

lnnякщоBn

nякщоB

B

11

1111

1

,

;,

,

— вартість обслуговування можна розділити на вартість об-
слуговування тих кас, що зайняті обслуговуванням клієнтів робC
та вартість обслуговування кас, що простоюють прC . Тоді

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

µ≥λ

µ<λ≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

µ

λ
−+

µ

λ

<λλ−+λ

=

1

1
11

,

,

,

nякщоСn

nnякщоСnС

nякщоСnС

С

роб

прроб

прроб
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У цьому випадку формула для визначення прибутку буде мати
вигляд:

( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+µ>λ⋅−µ⋅−λ−−+µ

+µ≤λ≤µ−µ

µ<λ≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

µ

λ
−−

µ

λ
−λ

<λλ−−λ−λ

=

кркрробкр

крроб

прроб

прроб

lnякщоBlnСnBln

lnnякщоСnBn

nnякщоСnСB

nякщоСnСB

П

111

111

1
11

,)(

,

,

,,

.

Для наведеного вище прикладу, порівняємо прибутки, які
отримує підприємство торгівлі, якщо працює оптимальна кіль-
кість касових місць, з тими, що будуть отримані в разі наступної
схеми роботи: для проміжку часу з 11 до 15 год. 1−= оптnn  (для
нашого прикладу 2=n , 6.452== СC роб грн, 11.310=прС  грн) та
для проміжку часу з 19 до 23 год. maxnn =  (тобто 12=n ,

2.473== СC роб грн, 3.420=прС  грн). За даними, наведеними в
прикладі, з 11 до 15 год. потік покупців на обслуговування біля
кас 56=λ  більший ніж пропускна здатність кас, що працюють,

361821 =⋅=µn . Отже, прибуток супермаркету складатиме
( ) 5054)( 11 =⋅−µ⋅−λ−−+µ= BlnСnBlnП крробкр грн, що на 6996.4

грн (58,06 %) менше, ніж прибуток за умови роботи оптимальної
кількості кас. Аналогічно для проміжку часу з 19 до 23 год., коли

1µ<λ n  прибуток підприємства.

17.47959
11

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

µ

λ
−−

µ

λ
−λ= прроб СnСBП грн.

Різниця в прибутку за даний проміжок часу склала 3281.94 грн
(6,4 %).

Висновки та перспективи подальших досліджень. Побудо-
вана нами модель оптимізації роботи касових місць на підприєм-
стві торгівлі дає можливість значно зменшити витрати, які
пов’язані з неоптимальним навантаженням касових місць, що в
результаті приводить до збільшення прибутку підприємства. Од-
нак, слід зазначити, що представлена нами модель відображає
зв’язок кількості касових місць, що обслуговують покупців у за-
даний проміжок часу та прибутки підприємства і не враховує ін-
ші фактори, що можуть впливати на збільшення або зменшення
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витрат, виручки, товарообігу магазинів. Тому надалі можна про-
довжити дослідження оптимального зв’язку з прибутком (або ви-
тратами), таких факторів, наприклад, як цінова політика підпри-
ємства, величина торговельної надбавки, вибір асортименту або
співвідношення між основними та супутніми товарами в асорти-
менті торговельного підприємства.
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