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РОЗВ’ЯЗОК ФУНКЦІОНАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО
РІВНЯННЯ ДИНАМІЧНОЇ МОДЕЛІ РОЗВИТКУ ПІДПРИЄМСТВА

АНОТАЦІЯ. В публікації досліджується проблема побудови дина-
мічної моделі розвитку підприємства в умовах кредитування та
короткотривалих зовнішніх впливів на виробництво, а також побу-
дова розв’язку функіонально-диференціального рівняння зі змін-
ними коефіцієнтами, несталим запізненням та імпульсною дією,
яке описує дану модель.

КЛЮЧОВІ СЛОВА: динамічна система, імпульсне диференціальне
рівняння, нелінійне запізнення, фундаментальна функція, спряже-
не рівняння, асимптотична стійкість, тривіальний розв’язок.

АННОТАЦИЯ. В публикации исследуются проблемы построения
динамической модели развития предприятия в условиях кредити-
рования и коротковременных внешних воздействий на производс-
тво, а также построения решения функционально-дифференци-
ального уравнения с переменными коефициентами та импульс-
ным воздействием, которое описывает данную модель.

ANNOTATION. In article we analyse the problems of the construction
of a dynamic model of development of enterprise in the conditions of
crediting and of external influences on the production, as well as the
construction of the solution of functional-differential equation with
variable coefficients and impulses that describes this model.
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Постановка задачі. Розглянемо диференціальне рівняння Бер-
нулі природнього приросту ),(=)( tkxtx′  для якого Дж. К’ютелет
запропонував замість сталого коефіцієнта k  розглядати спадаючу
функцію )(xk , яка залежить від розв’язку рівняння та часу [10].

).(),(=)( txtxktx′ (1)

Використовуючи рівняння (1) розглянемо математичну мо-
дель вибуття фондів. Припустимо, що коефіцієнт k  залежить ли-
ше від часу і має від’ємний знак, який означає що фонди вибу-
вають.

Тоді зростання кількості продукції на підприємстві, яка ви-
роблена в момент часу t  описується наступним рівнянням

).()(=)( txtktx −′ (2)

На основі рівняння (1) розглянемо модель зростання вироб-
ництва з урахуванням банківських інвестицій, яка описується та-
ким рівнянням

0.>),(),,()()(=)( xtuxtutxxktx +′ (3)

Об’єднаємо моделі (2) та (3). Нехай підприємство виробляє
певну продукцію, але при цьому відбувається швидке зно-
шування устаткування і підприємство не інвестує отримані гроші
у виробництво. Грошові вкладання у виробництво здійснює лише
банк, тобто в момент часу t  потік капіталовкладень складає )(tu
умовних одиниць і вдразу ж перетворюється в розширене вироб-
ництво.

Тоді вартість продукції )(tx  виробленої в момент часу t  опи-
сується рівнянням

).(=)()()( tutxtktx +′ (4)

Доданок )(tu  виражає потік зовнішніх капіталовкладень, але
також може означати інші зовнішні впливи на підприємство.

Якщо вважати, що функція )(tu  і коефіцієнт )(tk  залежать не
тільки від часу, а і від об’єму випуску продукції )(tx , то отрима-
ємо узагальнене рівняння росту продукції

).,(=)(),()( xtutxxtktx +′ (5)



Формування ринкової економіки. 2011. № 26

390

Рівняння (5) можна застосувати для побудови динамічної мо-
делі розвитку підприємства в умовах кредитування та коротко-
тривалих зовнішніх впливів на виробництво. Така модель опису-
ється наступним рівнянням [11]

),())(()()()(=)( tItgRtctAtatA ++−′ (6)

де )(tA  — вартість основних виробничих фондів, )(ta  — темп
вибуття основних фондів, інвестування коштів відбувається за
рахунок кредитних ресурсів )(tI , та деякої частини )(tc  чистого
прибутку )),(( tgR  який залежить від попередніх станів динаміч-
ної системи.

Якщо чистий прибуток ))(( tgR  прямопропорційно залежить
від фондів ))(( tgA  з коефіцієнтом пропорційності ,q  а вартість
основних виробничих фондів )(tA  імпульсивно змінюється на ве-
личину kb  в певні моменти часу, то рівняння (6) запишеться у ви-
гляді імпульсного диференціального рівняння із запізненням

,),())(()()()(=)( ktttItgqAtctAtatA ≠++−′ (7)
.=,)()(1=0)( kkkkk tttAbtA β+++

Допоміжні результати. Імпульсні диференціальні рівняння із
запізненням в останні десятиліття притягують увагу багатьох до-
слідників завдяки їх широкому застосуванню в багатьох областях
науки та техніки. За допомогою цих рівнянь можна описати про-
цеси, які, з одного боку, залежать від того що відбувалося в по-
передні моменти часу, а з іншого, зазнають короткострокових
змін, тривалість яких є дуже незначною. Важливу роль в розвит-
ку математичної теорії імпульсних рівнянь відіграла перша в сві-
ті монографія А. М. Самойленка та М. О. Перестюка [1], яка була
перекладена англійською мовою [2]. Протягом останніх ро-
ків з’явилась ціла низка монографій та публікацій по темі ім-
пульсних рівнянь [3], [4], [5], [6], які продовжують дослідження в
даній області.

Розглянемо функіонально-диференціальне рівняння з імпульс-
ною дією аналогічне рівнянню (7):

),()()())(()(=)( tftxtatgxtctx +−
⋅

 ktt ≠ (8)
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,)()(1=0)( kkkk txbtx β+++  ktt = ,

де )(tc , )(ta , )(tf , )(tg  — кусково-неперервні функції, ttg <)( ,
∞

∞→
=)(lim tg

t
, ∞−

∞→
<))((suplim tgt

t
, 1−≥kb , Rk ∈β , послідовність то-

чок імпульсної дії задовольняє умови 01 > tt , 0>1−− kk tt , +∈ Zk .
Під розв’язком рівняння (8) розуміємо абсолютно неперервну

на кожному інтервалі ],( 1+jj tt  функцію, яка задовольняє рівняння
(8) майже скрізь, а також задовольняє умови імпульсів.

Встановимо який вигляд буде мати розв’язок рівняння (8).
Розглянемо наступне неоднорідне диференціальне рівняння з

запізненням

[ ] )()(),(=)(
0

)(
tftxtdtx

th
+θ+θη′ θ

−
∫ , (9)

де  Та відповідне йому однорідне рівняння

[ ] )(),(=)(
0

)(
θ+θη′ θ

−
∫ txtdtx

th
. (10)

З теорії функціонально-дифференціальних рівнянь відомо, що
формально спряжене рівняння до (10) має вигляд

constdtyty
t

=),()()( αα−αηα+ ∫
∞

. (11)

Представимо рівняння (9), (10) в більш зручній формі і вико-
ристаємо рівняння (8), щоб побудувати формально спряжене рів-
няння однорідного лінійного рівняння з імпульсною дією.

Відповідне однорідне рівняння рівнянню (8) буде:

)()())(()(=)( txtatgxtctx −
⋅

, ktt ≠ , (12)
)()(1=0)( kkk txbtx ++ , ktt = .

Якщо функію )(tg  представити у вигляді )(=)( thttg − , тоді нор-
мована функція ),( θη t  для формально спряженого рівняння буде
мати вигляд:
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ
θ−
−≤θ−

θη
0.=0,

0,<<)(),(
),(),()(

=),( thta
thtcta

t

А саме рівняння запишеться наступним чином

( ) constdsscsasydssysaty
t

t

t
=)()()()()()(

)(

)(
−++ ∫∫

∞

ψ

ψ

, ktt ≠ ,

)(
1

1=0)( k
k

k ty
b

ty
+

+ , ktt = ,

де ( ) ttg ≡ψ )( .
Останнє рівняння легко перетворюється в таке диференці-

альне рівняння з імпульсною дією ( див. [7], [8], [9])

( ) ( ) )()()()()(=)( ttytctytaty ψ′ψψ−
⋅

, ktt ≠ , (13)

)(
1

1=0)( k
k

k ty
b

ty
+

+ , ktt = ,

де ( ) .)( ttg ≡ψ
Основні результати.
Теорема 1. Рівняння (13) є спряженим рівнянню (12).
Доведення. Нехай )(tx , )(ty  — довільні розв’язкі рівнянь (8)

та (13) відповідно. Тоді інтегруванням за частинами добутку
)()( tytx′  на інтервалі [ ]tt ,0  отримаємо наступний вираз

[ ]

+ψ′ψψ−

−+++
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−+′=−
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≤
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 (14)

де { }ttNitn i ≥∈ :min=)( .
З другим доданком останього виразу проведемо такі перетво-

рення

=
)(=

),(=
,=)(

=))(()()(
0 ⎥
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⎥
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∫ dds
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ααψ′ααψαψ∫ dxcy

tg

tg

+ααψ′ααψαψ∫ dxcy
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−ααψ′ααψαψ+ ∫ dxcy
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0

ααψ′ααψαψ− ∫ dxcy
t
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)()())(())((

)(

і підставимо його в (14). Тоді вираз (14) набуде такого вигляду:

−ψ′ψψ− ∫ dsssxscsytxtytxty
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)()())(())((=)()()()(

0

)0(
00



Формування ринкової економіки. 2011. № 26

394

0)()()()()())(())((
)(<)0(0)(

+β++ψ′ψψ− ∑∫∫
≤

kk
tnktn

t

t

t

tg
tydssfsydsssxscsy . (15)

Позначимо

dsssxscsytytxtytx
t

tg
)()())(())(()()(=)(),(

)(
ψ′ψψ+ ∫ . (16)

Тоді вираз (15) перепишеться у вигляді

0)()()()(),(=)(),(
)(<)0(0

00 +β++ ∑∫
≤

kk
tnktn

t

t
tydssfsytytxtytx .

Якщо )(tx  розглядати як розв’язок рівняння (12), то 0)( ≡tf ,
0=kβ  і маємо наступне

const=)(),(=)(),( 00 tytxtytx .

З цього можна зробити висновок, що рівняння (13) спряжене
до рівняння (12) по відношенню до функції )(),( tytx  заданої в
(16).

Теорему доведено.
Зауваження 1. Аналогічно можна показати, що рівняння (12)

в свою чергу є також спряженим до (13).
Означення 1. Розв’язок рівняння (12) ),( stX , якій задоволь-

няє умови 1=),( ssX  та 0=),( stX  для st <  називається фунда-
ментальною функцією рівняння (12).

Означення 2. Розв’язок рівняння (13) ),( stY , якій задовольняє
умови 1=),( ssY  і 0=),( stY  для st >  називається фундаменталь-
ною функцією рівняння (13).

Теорема 2. Нехай ),( stX  — фундаментальна функція рівнян-
ня (12). Якщо )(tx  розв’язок рівняння (8), тоді має місце формула

0),()(),(

)()())(())(,()(),(=)(

)(<)0(0

0

)0(
00

+β++

+ψ′ψψ+

∑∫

∫

≤
kk

tnktn

t

t

t

tg

ttXdssfstX

dsssxscstXtxttXtx
(17)
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Доведення. Замінемо )(sy  у виразі (15) на фундаментальну
функцію ),( tsY  і отримаємо

−ψ′ψψ− ∫ dsssxsctsYttYtxttYtx
t

tg
)()())(()),((=),()(),()(

0

)0(
00

+ψ′ψψ− ∫ dsssxsctsY
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)()())(()),((

)(

)0,()(),(
)(<)0(0

ttYdssftsY kk
tnktn

t

t
+β++ ∑∫

≤
.

Звідки маємо

)0,()(),(
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)(<)0(0

0

)0(
00

ttYdssftsY

dsssxsctsYttYtxtx
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tnktn

t

t

t
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+β++

+ψ′ψψ+

∑∫

∫

≤

. (18)

З іншого боку, замінивши )(tx  на ),( 0ttX  в (18) отримуємо

+),(),(=),( 0000 ttYttXttX

+ψ′ψψ+ ∫ dsstsXsctsY
t

tg
)(),())(()),(( 0
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)0(

)0,()(),(
)(<)0(0

ttYdssftsY kk
tnktn

t

t
+β++ ∑∫

≤
,

звідки ),,(=),( 00 ttYttX  оскільки 0)( ≡tf , 0=kβ  для всіх k .
Тому

+ψ′ψψ+ ∫ dsssxscstXtxttXtx
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Теорему доведено.
Висновки. В статті розглянуто динамічну модель розвитку

підприємства в умовах кредитування та при дії короткотривалих
зовнішніх впливів на виробництво, побудовано функціонально-
диференціальне рівняння з імпульсною дією та змінним запізнен-
ням, яке описує дану модель. На основі фундаментальної функції

),( stX  побудовано розв’язок імпульсного рівняння зі змінним за-
пізненням.

Отримані результати будуть застосовані в подальших дослі-
дженнях для встановлення умов асимптотичної стійкості три-
віального розв’язку рівняння (12) на основі припущення про ви-
конання умов Перона для рівняння (8).
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