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РОЗРОБКА ЕКОНОМІКО-МАТЕМАТИЧНОЇ  
МОДЕЛІ ОПТИМАЛЬНОГО РОЗМІЩЕННЯ СТАНЦІЙ 
ОБСЛУГОВУВАННЯ В УМОВАХ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ 
 
DEVELOPING ECONOMICAL-MATHEMATICAL  
MODEL FOR OPTIMAL DISTRIBUTION OF SERVICE 
STATIONS IN UNCERTAIN ENVIRONMENT 

 
Анотація. В роботі досліджена одна спеціального вигляду задача опти-
мального покриття або розбиття множини споживачів на зони обслуго-
вування без обмежень на потужності станцій з відшуканням координат 
центрів підмножин в умовах невизначеності.  
Побудовано економіко-математичну модель оптимального розміщення 
станцій обслуговування з одночасним визначенням меж зон обслугову-
вання кожною окремою станцією в умовах невизначеності для випадку, 
коли швидкість пересування споживача задається функцією, що зале-
жить від рельєфу місцевості, якості дорожнього покриття, вартості 
палива, сезонності, виду транспорту, що використовується, та інших 
випадкових факторів. Також попит на послуги може бути залежним від 
деякої випадкової величини, для якої відомі її характеристики. Визначено 
критерій ефективності розбиття на сегменти обслуговування, як кое-
фіцієнт нерівномірності навантаження по споживачам. 
Побудована економіко-математична модель задачі для випадків, коли 
споживачі розподілені неперервно або дискретно. Зазначено, що 
розв’язання дискретної задачі може бути частинним випадком неперер-
вної. Побудовано наближений детермінований еквівалент задачі для 
розв’язання, за допомогою введення характеристичних функцій підмно-
жин споживачів, розроблено алгоритм її розв’язання. 
Запропоновано критерій ефективності розбиття на сегменти обслуго-
вування, що визначається як коефіцієнт нерівномірності навантаження 
по споживачам. 
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Побудовану модель можна використовувати для розв’язання задач роз-
міщення поштових відділень, магазинів, що реалізують товари першої 
необхідності, планування місць розмітки пішохідних переходів, розмі-
щення пунктів утилізації побутових відходів та інших об’єктів, а також 
визначення меж обслуговування цими об’єктами. Для цього необхідно 
проведення додаткових досліджень, зібрати та статистично обробити 
додаткову інформацію про можливі шляхи пересування споживачів та 
можливі місця розміщення станцій обслуговування. Аналіз інфраструк-
тури населеного пункту або регіону дозволить з’ясувати вузькі пробле-
мні місця в функціонуванні різних організацій, усунення яких призведе до 
підвищення якості життя населення. 
Ключові слова: економіко-математична модель, станція обслуговуван-
ня, алгоритм, критерій ефективності розбиття, характеристична фу-
нкція, випадкова величина, математичне очікування, дисперсія. 
 
Summary. We research a particularly specified problem of optimal coverage or 
partitioning a set of consumers into service areas without limits on the service 
station yield, we determine the centers of the resulting subsets in uncertain 
environment. 
We construct an economical-mathematical model for optimal distribution of 
service stations which simultaneously determines the service area of each 
station in uncertain environment. The model assumes consumer velocity to 
depend on the topography of the terrain, quality of the road surface, cost of the 
fuel, season of the year, type of the transportation, and other random factors. 
Furthermore, service demand is considered a random variable with known 
distribution. We define the coefficient of uneven load among the consumers as 
the efficiency criteria for resulting partitioning. 
The model is applicable to discrete as well as continuous distribution of 
consumers. It is noted that solutions for discrete form of the problem are 
actually a partial case of the continuous solution. We approximate the 
deterministic equivalent of the problem by introducing characteristic functions 
for consumer subsets, and propose an algorithm for this problem. 
We propose a criteria to measure the partitioning efficiency which is defined as 
the coefficient of uneven load among the consumers.  
The resulting model can be applied to tasks such as placement of post offices 
and essential goods stores, planning the pedestrian crossings, placement of 
waste disposal plants and similar establishments. The model can also predict 
the effective service area of such facilities.This requires additional research and 
data on possible consumer routes and service station locations. Infrastructure 
analysis of a particular settlement or region should reveal inefficiency 
bottlenecks in various municipal operations. Elimination of the identified 
bottlenecks will improve the quality of life of the local population. 
Keywords: economic-mathematical model, service station, algorithm, criteria of 
partitioning efficiency, characteristic feature, random variable, expectation, 
dispersion. 

 
Вступ. В процесі розв’язанні задач розміщення станцій обслу-

говування виникає проблема розбиття множини споживачів на 
підмножини, що забезпечує виконання критерію близькості спо-
живача до об’єкта обслуговування. При цьому необхідно визна-
чити оптимальне розташування обслуговуючої станції для кож-
ної підмножини обслуговування. Таку задачу зазвичай 
розв’язують в кілька етапів. В результаті доводиться послідовно 
використовувати методики сегментації з методами розміщення. 
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Крім того доцільно сформулювати критерії оцінки ефективності 
розташування станцій обслуговування та розбиття на підмножи-
ни обслуговування.  

Вирішенню економічних проблем пов’язаних з питаннями 
оптимального розміщення підприємства присвячено багато нау-
кових праць таких вченими, як Ізотов Д.О.[2], Стадницький Ю.І. 
[6, 7], Качан Є.П. [3], Ковалевський В.В. [5], Стеченко Д.М. [8]  
та інші. 

Формулювання цілей статті. Метою даної роботи є дослі-
дження однієї спеціального вигляду задачі оптимального покрит-
тя або розбиття множини споживачів на зони обслуговування без 
обмежень на потужності станцій з відшуканням координат цент-
рів підмножин в умовах невизначеності, коли швидкість пересу-
вання споживачів та попит на послуги залежать від деяких неза-
лежних випадкових величин. Необхідно побудувати економіко-
математичну модель задачі та розробити алгоритм її розв’язання. 
Також стаття має за мету встановити критерій ефективності роз-
биття на сегменти обслуговування за вказаних умов. Економічні 
проблеми розміщення станцій обслуговування можуть бути сфо-
рмульовані як проблеми оптимального розбиття множини [1, 4]. 
Такі проблеми включають, наприклад, проблему розміщення фі-
ксованої кількості стільникових телефонів та визначення мініма-
льного діапазону ефективної комунікації; проблема визначення 
необхідної кількості стільникової станції з фіксованим ефектив-
ним радіусом і розміщення зазначених станцій; проблема визна-
чення мінімального необхідного радіусу розповсюдження води 
поливної установки разом із розміщенням заздалегідь визначеної 
кількості цих установок в районі зрошення; завдання побудови 
мережі станцій громадського обслуговування; та багато інших. 
При вирішенні всіх цих проблем доцільно враховувати вплив ви-
падкових факторів, оскільки в такому випадку модель буде більш 
адекватною дійсності. 

Викладення основного матеріалу. Будемо вважати, що стан-
ції обслуговування і їх споживачі можуть розташовуватися в 
будь-якій точці регіону, кількість споживачів у кожній точці мо-
же бути різною.  

Маємо конечну кількість (m>1) станцій обслуговування, роз-
ташування яких наперед не відомо ),( y

i

x

ii   , mi ,1 , в деякій 

обмеженій замкненій області 
2ES  . В точках цієї області 

Syx ),(  розташовані споживачі, кількість яких або необхідна кі-
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лькість отримуваних послуг, задається деякою невід’ємною фун-
кцією 

0( , , ) 0f x y   , що залежить не тільки від точки, в якій ро-

зміщений споживач, а і від деякої випадкової величини θ0. Швид-
кість пересування споживача до станції обслуговування ϛi, mi ,1  
задається функцією ( , , )iv x y  , що залежить від рельєфу місцевос-

ті, якості дорожнього покриття, вартості палива, сезонності, виду 
транспорту, що використовується, та ін., а також враховує влив 
деякого випадкового фактору θi, mi ,1 . Тоді для будь-якої точ-

ки Syx ),(  мінімальний час руху з (x, y) до станції ϛi, mi ,1 , 
можна обчислити за формулою 

(x,y) P
(x,y)

(x,y)
( , , , ) inf

( , , )
i

i i i p i ip

dp
t x y

v x y
 


  , mi ,1 ,          (1) 

де (x, y) Pip  , mi ,1 , Pi − множина всіх можливих маршру-

тів, що з’єднують точки (x, y) і ϛi. 
Необхідно розташувати станції обслуговування ϛi, mi ,1 , та 

поділити множину споживачів на m зон обслуговування 
( * *

1 ,..., mS S ), тобто визначивши для кожного споживача Syx ),( , 

якою станцією * *
i iS  , mi ,1 , він обслуговується, так щоб у 

середньому сумарний час, який необхідно витратити на шлях до 
своєї станції обслуговування, був мінімально можливим, тобто: 

знайти 1 m 1(((x, y) ,..., (x, y) S ),( ,..., ))mS     

1 m 1
0 (( ,...,S ),( ,..., ))

1

( , , ) ( , , , ) min
m

i

m

i i i S
i S

f x y t x y dxdy
 

  


  ,        (2) 

(у випадку, коли споживачі розподілені по регіону неперерв-
но), або 

1 m 1
0 (((x,y) ,...,(x,y) S ),( ,..., ))

1 ( , )

( , , ) ( , , , ) min
m

i

m

i i i S
i x y S

f x y t x y
 

  
 

 

   ,      (3) 

(у випадку, коли кількість споживачів (n>m) обмежена). 
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Зауважимо, що розв’язання задачі (3) можна отримати, 
розв’язуючи задачу (2), у якій покладемо 

0( , , ) 0f x y    для ко-

жної точки Syx ),( , координати якої не збігаються з коорди-

натами жодного з споживачів з регіону S. 
Тут і в подальшому ( ) :i i R    , 0,i m , − випадкові 

величини на ймовірному просторі ( , ,P)   з відомими обмеже-

ними математичними очікуваннями і дисперсіями, при чому пари 
( , )l k  , для всіх , 0,l k m , − незалежні випадкові величини. 

Функції ( , , , )i i it x y q  дійсні, обмежені, вимірні по аргументам 

(x, y) на деякій відкритій, обмеженій, випуклій множині U S , 
випуклі ϛi по на U і борелевські по qi на множині значень випад-
кової величини ( )i   для всіх 1,i m , 

0( , , )f x y q  − дійсна, 

невід’ємна, обмежена, вимірна по (x, y) на S і борелівська по q0 на 
множині значень випадкової величини 

0 ( )  . 
Обчислення математичного очікування передбачає обчислен-

ня значення визначеного інтегралу, а попередньо і сумісної фун-
кції щільності розподілу випадкових величин. Ці задачі являють-
ся досить складними і в загальному випадку не мають 
аналітичного розв’язку, тому пропонується перейти від початко-
вої стохастичної задачі до її наближеного детермінованого екві-
валенту.  

Позначимо  

1( ,..., )m   , 0( ,..., )m   , 

1 0
1

({ ,..., }, , ) ( , , ) ( , , , )
i

m

m i i i
i S

g S S f x y t x y dxdy    


 . 

Будемо вважати, функції 
0( , , )f x y  , ( , , , )i i it x y   , 1,i m – 

двічі неперервно диференційовані відповідно по 
0 ,..., m   на 

множині значень випадкових величин навколо їх математичних 
очікувань 

0 ,..., m  . 

Для заміни початкової стохастичної задачі її наближеним  
детермінованим еквівалентом розкладемо функцію 

1({ ,..., }, , )mg S S    в ряд Тейлора навколо   Залишаючи в роз-
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кладі члени до другого порядку включно і застосовуючи опера-
цію обчислення математичного очікування, одержимо: 

''
1 0

1

1
({ ,..., }, , ) ( , , )( ( , , , ) ( , , , )

2
i

m

im i i i i i i
i S

Eg S S f x y t x y t x y       




  
  

''
0 0

1
( , , )( ( , , , )

2 i i if x y t x y dxdy   
  

   (4) 

Очевидно, що наближена рівність в (4) буде точною для ліні-
ної і квадратичної відносно функції. Для розв’язання детерміно-
ваного еквіваленту задачі (2) можна застосувати методику, за-
пропоновану в [4]. Для цього задачу зведемо до еквівалентного 
вигляду, вводячи характеристичні функції µi (x, y) множин Si, 

1,i m : 

1, ( , )
( , )

0, ( , )
i

i
i

якщо x y S
x y

якщо x y S



  

.   (5) 

Знайти пару елементів * *( ( , ), )x y   таку, що 

* *
( ( , ), )

F( ( , ), ) min F( ( , ), )
mx y S

x y x y
 

   


 ,  (6) 

де 

''
0

1 1

1
F( (.), ) ( , , )( ( , , , ) ( , , , )

2
i

m m

ii i i i i i
i iS S

f x y t x y t x y       


 

  
   

''
0 0

1
( , , )( ( , , , ) ( , )

2 i i i if x y t x y x y dxdy    
  

,  (7) 

1

1

{ ( , ) ( ( , ),..., ( , )) :

( , ) 1, м.в. ( , ) ,

( , ) 0 або 1 м.в. ( , ) , 1, },

m

m

i
i

i

x y x y x y

x y x y S

x y x y S i m

  






  

 

  

  (8) 
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1( ,..., ) S ... S m
m

m

S       . 

Опишемо метод розв’язання цієї задачі. 
Очевидно [4],  

* * (.)( )
F( (.), ) min F( (.), ) min (minF( (.), ))

m mS S   
     

 
  .     (9) 

Аналогічно до [4], оптимальний розв’язок внутрішньої задачі 

з (9) досягається при кожному фіксованому mS   на вектор-
функції * *1 *m( , ) ( ( , ),..., ( , ))x y x y x y   , і-а компонента 

якої має вигляд: 

*
*

*

1, ( , )
( , )

0, ( , )
i

i
i

якщо x y S
x y

якщо x y S



  

, 1,i m ,   (10) 

де 
''

*i 0

''
0 0 0

1,

'' ''
0 0

1
{(x,y) : ( , , )( ( , , , ) ( , , , )

2
1

( , , )( ( , , , ) min( ( , , )( ( , , , )
2
1 1

( , , , ) ( , , )( ( , , , ) )}.
2 2

ii i i i i i

i i i l l i
l m

ll l l l l l

S f x y t x y t x y

f x y t x y f x y t x y

t x y f x y t x y

     

      

      







 

  

  

  

    (11) 

Позначимо 

(.)
P( ) minF( (.), )


  


 , 

mS  .    (12) 

Далі слідуючи [4], зовнішня задача з (9) матиме вигляд: 

''
0

1,

1
P( ) min( ( , , )( ( , , , ) ( , , , )

2
ll l i l l l

l m
S

f x y t x y t x y      



    

''
0 0

1
( , , )( ( , , , ) ) min

2 l l lf x y t x y dxdy   


  , 
mS  .   (13) 

Сформулюємо алгоритм розв’язання поставленої задачі. 
В основі алгоритму лежать формули (10) і один з варіантів ме-

тода узагальненого градієнтного спуску с розтягом простору в 
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напрямі різниці двох послідовних узагальнених градієнтів. В да-
ній роботі r-алгоритм застосовується в Н-формі [9], для якої іте-
раційна формула набуває вигляду 

k
1 k+1

k k
k+1

H g ( )

(H g ( ),g ( ))

k k P
k

P P

h
 

 
   , k = 0,1,2... (14) 

де 

Нk+1 = Нk + (1/б 2
k –1)

T
k k k k

k k k

H H

(H ),

 
 

, 1k k -
k P Pg ( ) - g ( )   . 

Коефіцієнт розтягу простору бk=3. Для крокового множника hk 
застосовується адаптивний спосіб регулювання, описаний в [9]. 

Область Щ вміщуємо в паралелепіпед П, сторони якого пара-
лельні осям координат, покладаємо 

0( , , ) 0f x y    для 

( , ) \x y S . Паралелепіпед П покриваємо прямокутною сіт-

кою та покладаємо початкове наближення 0( )  . Обчислюємо 
значення (0) ( , )x y  в вузлах сітки за формулами (10) при 

0( )  , значення градієнта 0g ( )P  при (0)( , ) ( , )x y x y  , 
0( )  , обираємо початковий пробний крок r-алгоритму h0>0, 

та знаходимо 

0
1 0 1

0 0 0
1

H g ( )

(H g ( ),g ( ))

P

P P

PR h ,
 

 


 
  
 
 

 

де РRП — оператор проектування на П. 
Переходимо ко другого кроку. 
Нехай в результаті обчислень після k кроків алгоритму маємо 

певні значення (k) , ( ) ( , )k x y  в вузлах сітки. Опишемо (k+1)-й 

крок. 
1. Обчислюємо значення ( ) ( , )k x y  в вузлах сітки при ( k )  . 

2. Визначаємо значення g ( )P   при ( )( , ) ( , )kx y x y  , (k)  . 
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3. Проводимо (k+1)-й крок r-алгоритму в Н-формі [9], ітера-
ційна формула якого має вигляд: 

1 1

1

k
k k k P

k k k
k P P

H g ( )
PR h .

( H g ( ),g ( ))


 

 
 





 
  
 
 

 

4. Якщо умови  

|| 1k  - k || ≤ е, е>0,    (15) 

не виконуються, переходимо до (k+2)-го кроку алгоритму, ін-
акше — до п.5. 

5. Покладаємо 1k
*   , 1

* ( , ) ( , )kx y x y   . 

6. Обчислюємо оптимальне значення функції мети за формулою 

0
1,

'' ''
0 0 *

P( ) min( ( , , )( ( , , , )

1 1
( , , , ) ( , , )( ( , , , ) ) ,

2
при .

2

l l i
l m

S

ll l l l l l

f x y t x y

t x y f x y t x y dxdy

   

        



 

 

   


 

Алгоритм описано. 
Ефективність розбиття на сегменти обслуговування можна 

оцінювати за допомогою коефіцієнту нерівномірності наванта-
ження по споживачам [1]: 

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1
( ( , , ) "( , , ) )

2

1
( ( , , ) "( , , ) ) ,...,

2
min

1
( ( , , ) "( , , ) )

2

i

m

S
i

S

S

f x y f x y dxdy

k
f x y f x y dxdy

f x y f x y dxdy

  

  

  










  
 
 
 
  







 

 

 

, mi ,1 .     (16) 

Тут величина 
0 0 0

1
( ( , , ) "( , , ) )

2
iS

f x y f x y dxdy  


  
 означає 

cередню кількість споживачів в зоні обслуговування станцією 

i , mi ,1 . 



 14

Висновки. Таким чином у даній роботі досліджена одна спеці-
ального вигляду задача оптимального покриття або розбиття мно-
жини споживачів на зони обслуговування без обмежень на потуж-
ності станцій з відшуканням координат центрів підмножин, 
проведено аналіз існуючих постановок споріднених задач та мето-
дів їх розв’язання. Побудована економіко-математичну модель за-
дачі, розроблено алгоритм її розв’язання, запропоновано критерій 
ефективності розбиття на сегменти обслуговування, що визнача-
ється як коефіцієнт нерівномірності навантаження по споживачам. 

До задач (3) або (4), наприклад, зводяться задачі розміщення 
поштових відділень, магазинів, що реалізують товари першої 
необхідності, планування місць розмітки пішохідних переходів, 
розміщення пунктів утилізації побутових відходів та інших 
об’єктів, а також визначення меж обслуговування цими 
об’єктами. Для розв’язання таких задач необхідно проведення 
додаткових досліджень, зібрати та статистично обробити додат-
кову інформацію про можливі шляхи пересування споживачів та 
можливі місця розміщення станцій обслуговування. Аналіз ін-
фраструктури населеного пункту або регіону дозволить з’ясувати 
вузькі проблемні місця в функціонуванні різних організацій, усу-
нення яких призведе до підвищення якості життя населення. 
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