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МЕТОДІВ НЕЧІТКОЇ КЛАСТЕРИЗАЦІЇ

У статті на основі теорії динамічних систем та нечітких методів клас-
теризації досліджено атрактори імпліцитної волатильності опціонів на
ринкові індекси S&P 500, NASDAQ 100, S&P 100. Дослідженнями
встановлено, що ентропія нечіткої кластеризації імпліцитної волатиль-
ності знаходиться в інтервалі від 0,6477 до 0,7986. Структури атрак-
торів імпліцитної волатильності )(IV  представлено за допомогою
двох головних компонент з дисперсією в інтервалі від 88,82 до 57,59 %.
На основі розробленого підходу запропоновано шляхи прогнозування
динаміки імпліцитної волатильності опціонів.

КЛЮЧОВІ СЛОВА: волатильність, імпліцитна волатильність, нечіткий
кластер, опціон, ринковий індекс.

Швидкий розвиток фінансових ринків на початку ХХІ ст. і фі-
нансова криза, яку зазнала світова фінансова система восени
2008 року, вимагають розробки нових та досконаліших фінансо-
вих інструментів та методів прогнозування їх ціноутворення. Для
подальшого впровадження цих інструментів необхідні, по-перше,
їх глибоке теоретичне обґрунтування, по-друге, адекватні емпі-
ричні знання відносно ціноутворення не тільки базових, але й
похідних фінансових інструментів.

Роботами Башельє, не початку ХХ-го ст., визначена склад-
ність прогнозування ціни базових інструментів. З іншого боку,
прогнозування волатильності є менш складною задачею, що до-
ведено у роботах Р. Енгла, Т. Боллерслева в середині 90-х років
минулого сторіччя [2, 3]. Вони власними дослідженнями започат-
кували створення моделей прогнозування волатильності на ос-
нові авторегресійних умовних гетероскедастичних процесів, які
відкрили широкі напрямки наукових робіт по створенню моделей
GARCH, E-GARCH, EWMA та стохастичної волатильності на
основі багатовимірних щільностей розподілу [4].

Мета статті — подолання недоліків механістичної декомпози-
ції волатильності, визначення проблеми прогнозування імпліци-
тної волатильності опціонів на основі сучасних результатів теорії
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динамічних систем, теореми Такенса та методів нечіткої класте-
ризації; формування атракторів імпліцитної волатильності опціо-
нів на ринкові індекси S&P 500, NASDAQ 100, S&P 100.

Імпліцитні волатильності )(IV  опціонів на ринкові індекси
S&P 500, NASDAQ 100, S&P 100 є одними з найрозповсюджені-
ших індикаторів ризиків на ринку США. Вони розраховуються
на основі поточних ринкових цін опціонів на ринкові індекси, тор-
гівля якими здійснюється на Чікагський опціонній біржі. Підви-
щені значення IV за останні 20 років були у часи краху хеджевого
фонду LTCM, Інтернет міхура, і, зараз, у часи кризи на іпотечно-
му ринку США.

Завдяки чому багато наукових шкіл здійснюють глибокі до-
слідження у напрямку прогнозування IV . У роботах С. Росса та
Т. Андерсена волатильність пов’язується з ціноутворенням акцій
підприємств на ринку та впливом на цей процес інформації, яка
поступає на ринок [5, 6]. Р. Енгл та В. Нг запропонували узагаль-
нену модель GARCH, у якій деякі параметри відповідають на но-
вини, що поступають на ринок і інтерпретуються залежно від то-
го, якими вини є: позитивними або негативними [1—3]. Творча
група науковців під керівництвом Дж. Кемпбела підкреслюють
високу важливість макроекономічних новин про очікувані гро-
шові потоки та ставки рефінансування на формування, по-перше,
цін, а по-друге, волатильності базових та похідних фінансових
інструментів. З цієї точки зору, у роботі Дж. Кемпбела запропо-
новані узагальнені фактори волатильності, які безпосередньо
впливають на ці процеси: «ідіосинкратичний», «промисловий»,
«ринковий» [7]. Дослідженнями Дж. Мехью та Т. МакКарді за-
пропонована змішана стрибково-дифузійна GARCH модель, у
якій враховуються два різних типи новин: «нормальні» та «не-
звичайні». При цьому, «нормальні» новини сприяють повільній
зміні умовній дисперсії волатильності, у той час коли «незвичай-
ні» новини є джерелом виникнення рідких, але різких змін у во-
латильності базових та похідних фінансових інструментів, імплі-
цитній волатильності тощо [8].

Але підхід, пов’язаний з механістичною декомпозицією вола-
тильності, ще з часів лауреата Нобелевської премії Р. Енгла,
пов’язаний з параметричною ідентифікацією GARCH моделей різ-
них типів, у цілому, є умовним і не зовсім адекватним [2, 3]. Такий
механістичний підхід не враховує комплексну динаміку волатильно-
сті, що можна розглядати у якості його головного недоліку.

Запропонованим підходом вирішується дві важливі проблеми:
при аналізі IV  немає припущення про існування нормального
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закону розподілу, більш того, взагалі не приймається до уваги
наявність будь-якого закону розподілу; формування динаміки
IV , у порівнянні з загальноприйнятими моделями на основі ши-
рокого спектру GARCH моделей, має, з статистичної точки зору,
більш обґрунтовану інтерпретацію (рис. 1—6). Для розробці за-
пропонованого підходу використаємо центральну теорему теорії
динамічних систем — теорему Такенса про реконструкцію атра-
кторів на основі наявних експериментальних даних [9].

У такому випадку імпліцитна волатильність IV опціонів на
ринкові індекси розглядається за процедурою реконструкції Та-
кенса наступним чином [9]:

)})1((,...),2(),(),({ τ−+τ+τ+= mtivtivtivtivIV , (1)

де m  — реконструйована розмірність IV  (у роботі запропо-
новано прив’язувати до календарних місяців: 1 місяць, 2 місяці),
τ  — часовий зсув (основа — щоденні дані).

Відносно вибору параметрів m  та τ  проведено багато науко-
вих досліджень на основі кореляційних інтегралів, але на жодно-
му з них не можна зробити обґрунтовані висновки. Тому при ви-
користанні цього підходу важливо «…не втрачати почуття міри,
та здорового глузду» [10].

На основі реконструйованої IV  сформуємо матриці ][ sIV ,
2,1=s  з останнім рядком для ≡T  04 листопада 2008 року, наступ-

ним чином:

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

τ−−τ−

τ−−τ−

τ−−τ−

=

))1((...)()(
........

))1((...)()(
........

))1((...)()(

ss

sisii

ss

s

mTivTivTiv

mtivtivtiv

mtivtivtiv

IV , (2)

де t  — початковий час надання ринкових даних про імпліцит-
ну волатильність. Параметр sτ  визначає зсув довжиною від од-
ного до 2-х календарних місяців. Далі здійснимо нечітку класте-
ризацію для об’єктів )( itIV , розмірністю ):1( m , у кількості

|| tT − . Метою алгоритму нечіткої кластеризації є мінімізація ці-
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де 
2)(

j
j

i civ −  — міра дистанції між реконструйованою )( j
iiv  та

центром нечіткого кластера jc , яка виступає у якості індикатора
належності до кластеру; })(|)({)( IVtIVtIVIV ii ∈=ℑ  — нечітке
розбиття множини об’єктів кластеризації.

Хоча алгоритм нечіткої кластеризації виконується при умовах
визначення мінімуму функції оптимізації (3), дуже мало відомо
про його загальну збіжність. Наукові дослідження з цього напрям-
ку, які проведені Дж. Беждеком, Р. Хатавейом на основі теореми
Цангвіла про загальну збіжність визначили, що, при використан-
ні дистанції махаланобіса та інших дистанцій у середині класте-
рів, послідовність ітерацій алгоритму нечіткої кластеризації є кін-
цевою і збігається до стаціонарної точки для функції оптимізації (3)
або, по меншій мірі, просто збігається до стаціонарної точки [11].

В абсолютній більшості випадків ступінь відношення )( itIV
до кластеру )(kIV , ckIVtIVtIV siik ,...,1,)(,))(( =∈∀µ  вимірюється
від 0 до 1, що є сигналом до часткової належності до кластеру

)(kIV . Проаналізуємо властивості значень матриці належності
))(( ik tIVµ  до кластерів )(kIV , яка є результатом вирішення задачі

нечіткої кластеризації (3). При нечіткій кластеризації елементам
матриці cktTiki ,...,1|,|,...,1],[ , =−=µ=Μ  дозволяється отримувати
будь-які значення в інтервалі [0,1]. Таким чином, матриця

][ ,kiµ=Μ , розмірністю ]|[| ctT ×− , визначає нечітку кластеризацію
)( itIV  з виконанням наступних умов відносно ступенів показника

ki,µ належності до кластерів )(kIV :
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Результат нечіткої кластеризації для визначеної кількості
|| tT −  об’єктів )( itIV  задаються наступною умовою:

 ktTikiR
tT

i
ki

c

k
kiki

ctT ∀−<µ<∀=µ∀∈µ=Μ ∑∑
−

==

×− |,|0;,1;,,]1,0[|
||

1
,

1
,,

|| . (7)



89

Як бачимо, із формул (4)—(7) кількість нечітких кластерів c
імпліцитної волатильності є невизначеною змінною, тобто вона
задається у якості початкової умови для вирішення задачі нечіт-
кої кластеризації IV — (3). Таким чином, проблема визначення
валідності отриманого розбиття на нечіткі кластери може бути
сформульованою у наступному вигляді: наскільки об’єктивним є
отримане розбиття )(IVℑ  на нечіткі кластери )(kIV , щоб опти-
мальним чином співвідноситися до початкових даних. Взагалі
запропонований алгоритм нечіткої кластеризації IV  знаходить
таке розбиття, при визначеної кількості кластерів, що воно опти-
мально параметризується відносно початкових даних (2). Хоча,
іноді, це зовсім не свідчить про те, що найкраща параметризація
є найбільш адекватною з точки зору економічної інтерпретації.
Для вирішення статистичної валідності розбиття IV  на нечіткі
кластери використовуються наступні статистичні міри валіднос-
ті: коефіцієнт перекриття, ентропія кластеризації, індекс пере-
криття, індекс розділення, індекс Хі та Бені, індекс Дана, альтер-
нативний індекс Дана [12].

Опрацювання даних оптимізаційної задачі нечіткої кластери-
зації (3) при наявних обмеженнях (4) — (7) здійснювалося для
імпліцитної волатильності опціонів на ринкові індекси S&P 500
(з 2 січня 1990 року), NASDAQ 100 (з 10 жовтня 2000 року), S&P
100 (з 2 січня 1986 року) до 4 листопада 2008 року.

З табл. 1 можна бачити, що при визначеної статистичної валід-
ності нечітких кластерів IV  ентропія кластеризації знаходиться у
границях від 0,6477 до 0,7986, що свідчить про високий обсяг ін-
формації, яка може бути отриманою за допомогою визначеної кіль-
кості валідних нечітких кластерів. Підтвердженням до цього ви-
сновку є зображення на рис. 1—6 кластерів IV  опціонів ринко-
вих індексів, що досліджуються. З цих рисунків можна бачити,
що динаміка зміни IV  здійснюється завдяки деяким сталим кон-
фігураціям (атракторам) [10], які представляються на рисунках
двома компонентами, забезпечуючи трансформацію m -вимір-
ного вектору )( itIV . Адекватність цієї трансформації на основі
оцінки залишкової дисперсії для двох компонент є наступною:
мінімальна — 57,59 % (див. рис. 6), а максимальна — 88,82 %
(див. рис. 3). Додатково з рис.1, 2, 5 та 6 можна бачити виник-
нення підвищених ринкових ризиків, які визначаються ціноутво-
ренням опціонів на ринкові індекси, завдяки тому, що їх IV  у
нижній частині цих рисунків здійснює значне відхилення від влас-
них атракторів.

Таблиця 1
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СТАТИСТИЧНА ВАЛІДНІСТЬ КЛАСТЕРІВ
 ІМПЛІЦИТНОЇ ВОЛАТИЛЬНОСТІ
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коефіцієнт перекриття 0,637 0,5981 0,6621 0,6619 0,6292 0,6792

ентропія кластеризації 0,6695 0,7986 0,654 0,6477 0,7052 0,724

індекс перекриття 2,4075 1,9418 0,6509 0,4468 3,1521 4,273

індекс розділення 0,0009 0,0009 0,0006 0,0007 0,001 0,0014

індекс Хі та Бені 45,4655 12,6004 17,4487 9,7507 27,7613 20,7979

індекс Дана 0,0007 0,0014 0,0035 0,0041 0,0005 0,0007

альтернативний індекс Да-
на

0,0086 0,0003 0,0024 0,0012 0,0004 0,0002

Таким чином, у статті за допомогою теорії динамічних сис-
тем, методів нечіткої кластеризації сформульована та вирішена
оптимізаційна задача (3) знаходження атракторів IV  опціонів на
ринкові індексі S&P 500, NASDAQ 100, S&P 100. На основі до-
слідження статистичних мір валідності нечітких кластерів знай-
дено, що мінімальна ентропія кластеризації IV  дорівнює 0,6477,
а максимальна — 0,7986. Мінімальна та максимальна залишкова
дисперсія представлення атракторів за допомогою двох головних
компонент — 57,59 % та 88,82 % відповідно. Атрактори IV  мо-
жуть бути використані, по-перше, з метою прогнозування ціноу-
творення IV , а, по-друге, оцінювання поточних та майбутніх ри-
нкових ризиків, що виникають на різних етапах економічного
розвитку.
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Рис. 1. Атрактор IV  опціонів на
ринковий індекс S&P 500.

1τ  – 1 місяць

Рис. 2. Атрактор IV  опціонів на
ринковий індекс S&P 500.

 2τ  – 2 місяці

Рис. 3. Атрактор IV опціонів на
ринковий індекс NASDAQ 100.

1τ  – 1 місяць

Рис. 4. Атрактор IV опціонів на
ринковий індекс NASDAQ 100.

2τ  – 2 місяці

Рис. 5. Атрактор IV  опціонів на
ринковий індекс S&P 100.

1τ  – 1 місяць

Рис. 6. Атрактор IV  опціонів на
ринковий індекс S&P 100.

2τ  – 2 місяці
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Запропонований підхід усуває недоліки механістичного під-
ходу, пов’язаного з використанням моделей типу GARCH,
E-GARCH для вивчення динаміки .IV
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