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ДИНАМІЧНА ТРАЄКТОРІЯ ЕКОНОМІЧНОГО РИЗИКУ 
НА ПІДГРУНТІ МОДЕЛІ ВОЛЬТЕРРИ-ЛОТКИ 
 
DYNAMIC TREATY OF ECONOMIC RISK 
ON LOTKA — VOLTERRA MODEL BACKGROUND 
 
Анотація. Оцінювання ризику економічної події завжди привертало увагу 
широкого загалу економістів. Результати (підходи, прийоми) щодо ви-
рішення зазначеної проблеми базувалися на застосуванні теорії економі-
чної рівноваги, теорії ймовірностей та математичної статистики. Ця 
проблема залишається актуальною й досі, бо запити прикладної еконо-
міки на перший план висувають знання динаміки змінюваності подій, 
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уміння передбачати характер їхнього розвитку в процесі переходу від 
одного економічного стану до іншого. Щоб мати дієвий інструмент, 
адекватний вимогам нелінійної глобальної економіки, слід навчитися ви-
користовувати динамічні моделі економічних процесів та явищ. 
Раніше була розглянута траєкторія економічного ризику для випадку 
логістичної одновимірної динамічної моделі. Зазначений результат, який 
принципово відрізняється від загальновживаного підходу в теорії еконо-
мічного ризику, потребує поширення на випадок двовимірних (площин-
них) динамічних моделей економіки.  
 Крім того, на підставі аналітичної залежності зв’язку ризику та інерцій-
ністю економічної системи, прикметними рисами її успішного функціону-
вання, була встановлена можливість характеризувати стабільність 
цього процесу або можливість настання кризи.  
Використовуючи вище зазначені методики з урахуванням системного 
характеру нелінійних взаємовпливів чинників економічної системи, дина-
мічною моделлю яких є класична модель нелінійної динаміки (модель «же-
ртва-хижак») — система рівнянь Вольтерри-Лотки, в роботі отримано 
аналітичну формулу для обчислення кількісної міри ризику настання по-
дії, яка відповідає поведінці «жертви» у довільний момент часу. Бо ця ди-
намічна модель антагоністичного характеру знайшла багато різнома-
нітних застосувань і стала класичною для теорії та практики 
математичного моделювання економічних процесів, а структурно вона 
нагадує класичну одновимірну логістичну модель, будучи її узагальнен-
ням — два пов’язаних між собою рівняння логістичного виду. 
Ключові слова: нелінійна економіка, модель «жертва-хижак», динаміка 
економічного ризику. 
 
Abstract. The evaluation of risk of economic event has always attracted the at-
tention of a wide range of economists. The results (approaches, techniques) for 
solving this problem were based on the application of the theory of economic 
equilibrium, probability theory and mathematical statistics.  
This problem is still relevant. Because the demands of the applied economy 
bring knowledge of the dynamics of the variability of events on the foreground 
and the ability to predict the nature of their development in the process of tran-
sition from one economic state to another. It is necessary to learn how to use 
dynamic models of economic processes and phenomena in order to have an 
effective tool that is adequate to the requirements of a nonlinear global economy. 
The economic risk trajectory for a logistic one-dimensional dynamic model was 
considered earlier. The result, which fundamentally differs from the generally 
applicable approach in the theory of economic risk, needs to be extended in the 
case of two-dimensional (planar) dynamic economic models. 
In addition, the ability to characterize the stability of this process or the possibil-
ity of a crisis has been established. It is based on the analytical dependence of 
the risk communication and the inertia of the economic system, the hallmarks of 
its successful functioning. 
We obtained an analytical formula for assessing the quantitative risk level of an 
event that corresponds to the behavior of the predator at an arbitrary time after 
using the above methods, taking into account the systemic nature of the non-
linear interactions of factors of the economic system, the dynamic model of 
which is the classic model of nonlinear dynamics (“predator- prey” model ") — 
the Lotka-Volterra system of equations. Because this dynamic model of antag-
onistic nature has found many different applications and became classical for 
the theory and practice of mathematical modeling of economic processes, 
structurally it resembles the classical one-dimensional logistic model, being its 
generalization — two related equations of logistic kind. 
Key words: nonlinear economy, predator-prey model, economic risk dynamics. 
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Постановка задачі. Оцінювання ризику економічної події 
завжди стояло в центрі уваги широкого загалу економістів [1,2]. 
Результати (підходи, прийоми) щодо вирішення зазначеної про-
блеми базувалися на застосуванні теорії економічної рівноваги, 
теорії ймовірностей та математичної статистики. Слід віддати 
належне превентивному і всесторонньому вербальному аналізу 
питання оцінювання економічного ризику. Але ця проблема за-
лишається актуальною й досі, бо запити прикладної економіки на 
перший план висувають знання динаміки змінюваності подій, 
уміння передбачати характер їхнього розвитку в процесі перехо-
ду від одного економічного стану до іншого. 
Аналіз останніх досліджень і публікацій. У зазначених вище 

працях [1,2] наводиться змістовна бібліографія щодо економічно-
го ризику. Наведені там роботи ґрунтуються на концептуальних 
засадах теорії рівноважного економічного стану. Практика сього-
дення вказує: щоб мати дієвий інструмент, адекватний вимогам 
нелінійної глобальної економіки, слід навчитися використовува-
ти динамічні моделі економічних процесів та явищ. 

Траєкторія економічного ризику для випадку логістичної од-
новимірної динамічної моделі була розглянута у повідомленні 
[5]. Зазначений результат, який принципово відрізняється від за-
гальновживаного підходу в теорії економічного ризику, потребує 
поширення на випадок двовимірних (площинних) динамічних 
моделей економіки.  
Постановка завдання. На підставі методики результатів [4], з 

урахуванням системного характеру нелінійних взаємовпливів 
чинників економічної системи, динамічною моделлю яких є сис-
тема рівнянь Вольтерри-Лотки, отримати аналітично формулу 
оцінювання кількісної міри ризику у довільний момент часу. 
Викладення основного матеріалу дослідження. Динамічна си-

стема рівнянь Вольтерри-Лотки [3], яка в літературі відома як 
модель «жертва-хижак», має вид: 

ሶݔ ൌ ݔܽ െ  ,ݕݔܾ  
ሶݕ  ൌ െܿݔ ൅ ݕݔ݀ ,                                    (1) 

де змінні x =x(t) та y=y(t) є відповідно «жертвою» та «хижаком» з 
певними початковими умовами x0 = x(t0) та y0 = y(t0);  

їх похідні ݔሶ ൌ
ݔ݀
ݐ݀

   та ݕሶ ൌ
ݕ݀
ݐ݀  по незалежній змінній t є швидко-

стями змінюваності обсягів популяцій;  
коефіцієнти a, b, c, d є певними скалярними величинами. 
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Структурно ця модель нагадує класичну одновимірну логісти-
чну модель, будучи її узагальненням — два рівняння логістично-
го виду пов’язані між собою.  

Динамічна модель (1) антагоністичного характеру знайшла 
багато різноманітних застосувань і стала класичною для теорії та 
практики математичного моделювання [3] економічних процесів. 
Наприклад, в економіці спостерігається антагонізм між виробни-
чою діяльністю та її оподаткуванням, адже розміром податку 
можна стимулювати виробництво або його пригнічувати.  

Заміною змінних: ݔ ൌ
ܽ
݀
,ݑ ݕ ൌ

ܽ
ܾ
,ݒ ݐ ൌ

߬
ܽ
  ߛ , ൌ

ܿ
ܽ , переходимо до 

безрозмірної динамічної моделі [6] з одним скаляром γ: 

ሶݑ ൌ ݑ െ  ,ݒݑ

ሶݒ ൌ െݒߛ ൅ ,ݒݑ                                            (2) 

де u= u(τ), v = v(τ), ݑሶ , ሶݒ   — перші похідні по змінній τ. 
Діленням першого рівняння на друге матимемо диференційне 

рівняння першого порядку з відокремлюваними змінними: 

ݑ݀
ݒ݀

ൌ
ሺ1ݑ െ ሻݒ
ߛሺെݒ ൅ ሻݑ

, 
               (3) 

ݑ݀
ߛሺെݑ ൅ ሻݑ

ൌ
ሺ1 െ ݒሻ݀ݒ

ݒ
. 

 
Оскільки виконується умова розкладання дробу: 

ݑ݀
ߛሺെݑ ൅ ሻݑ

ൌ െ
1
ߛ
∙
ݑ݀
ݑ
൅
1
ߛ
∙
ݑ݀
ݑ െ ߛ

, 
 

то загальний інтеграл диференціального рівняння запишеться 
таким чином: 

ݑ																
െ1 ൗߛ ∙ ሺݑ െ ሻߛ

1 ൗߛ =݁െݒ ∙ ݒ ∙  ,ܥ                  (4) 

де величина С — стала інтегрування, визначена за допомогою 
початкових умов x0 =x(t0) та y0=y(t0) динамічної моделі (1) та від-
повідних замін змінних. 

Після піднесення до степеня γ та алгебраїчних перетворень 
отримаємо вираз: 

1 െ
ߛ
ݑ
ൌ ߛܥ ∙ ߛݒ ∙ ݁െݒߛ

, 



 134

який дозволяє записати аналітичну функцію, яка характеризує 
поведінку «жертви» в залежності від поведінки «хижака»:  

ݑ ൌ
ߛ

1 െ ߛܥ ∙ ߛݒ ∙ ݁െݒߛ
 

       (5) 

Як вже зазначалось у [4], зв’язок між ризиком та інерційністю 
економічної системи, прикметними рисами її успішного функці-
онування, оцінюється за формулою: 

ሻ݇ܥሺ݇ݏܴ݅ ൌ
Р݉ܽݔ െ ܲ݉ ݅݊

ሺР݉ܽݔ ൅ ܲ݉ ݅݊ ሻ/2
, 

        (6)  

де Р — певний показник ефективності функціонування економі-
чної системи впродовж проміжку часу [t0;Т], Pmax, Pmin — відпо-
відно є максимальним і мінімальним значенням цього показника 
за досліджуваний період. 

Унаслідок алгебраїчних перетворень формула (6) набере виду: 

ሺРሻ݇ݏܴ݅ ൌ 2 െ
4

Р݉ܽݔ
Р݉݅݊

൅ 1 ,                                          (7) 

Якщо розглядати процес розвитку довільного економічного 
об’єкту, то на підставі цієї формули можна характеризувати ста-
більність цього процесу або можливість настання кризи: 

 коли Ртах = Ртіп, то Risk(P) = 0, що є цілком природньо — 
ніякого ризику для усталеного розвитку економічної системи 
немає; 

 для 
Р݉ܽݔ
Р݉݅݊

ൌ 3  маємо Risk(P) = 1; 

 якщо величина Ртах зростає, то відношення 
Р݉ܽݔ
Р݉݅݊  і знаменник 

дробу збільшується, а дріб зменшується, тобто Risk(P) → 2. 
Тобто маємо числовий критерій настання кризи в процесі 

усталеного розвитку економічної системи. Дійсно, якщо інтерп-

ретувати відношення 
Р݉ܽݔ
Р݉݅݊  як ступінь поділу населення на багатих 

і бідних, тобто поляризації суспільства, то формула (7) вказує на 
зародження і розвиток стану соціальної кризи. 
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Використовуємо формулу кількісної міри ризику (6), яка для 
дослідження моделі поведінки «жертви» набуває виду: 

 
݇ݏܴ݅ ൌ

ݔܽ݉ݑ െ ݊݅݉ݑ
ݔܽ݉ݑ ൅ ݊݅݉ݑ

2

. 
  (8) 

Вочевидь, що umin = γ, тоді як ݔܽ݉ݑ ൌ
ߛ ∙ ݒߛ݁

ݒߛ݁ െ ߛܥ ∙ ߛݒ . 
Після підстановки цих виразів до (8) та алгебраїчних перетво-

рень отримаємо вираз для обчислення кількісної міри ризику на-
стання події, яка відповідає поведінці «жертви»: 

݇ݏܴ݅ ൌ
ߛܥߛ2 ∙ ߛݒ

ݒߛ݁ߛ2 െ ߛܥߛ ∙ ߛݒ ; 

 

݇ݏܴ݅ ൌ
2

ݒߛ2݁
ߛܥ ∙ ߛݒ െ 1

 

.   (9) 

Звідки випливає, що кількісна міра ризику динамічної траєк-
торії u(τ) в залежності від поведінки «хижака» v(τ), має відповід-
ну оцінку знизу: 

݇ݏܴ݅  ൒ ሺ
ݒܥ
ݒ݁
ሻߛ ,    (10) 

де величина С є сталою, а значення функції v(τ) розраховується у 
процесі комп’ютерного моделювання. 

Прологарифмувавши обидві частини нерівності, матимемо: 

݊ܮ  ݇ݏܴ݅ ൒ ܥሺ݈݊ߛ ൅ ݒ݈݊ െ  .ሻݒ    (11) 

Перевага нерівності (11) у системі кількісних оцінок міри ри-
зику проявляється в тому, що компоненти γ, lnC є визначеними 
раніше величинами, а значення функцій v та lnv обчислюються в 
процесі комп’ютерного моделювання. 

Отже, матимемо динамічну траєкторію ризику еволюції подій, 
описуваних функцією u= u(τ) у моделі «жертва-хижак». 

Висновок. На підґрунті класичної моделі нелінійної динаміки 
— системи рівнянь Вольтерри-Лотки отримано аналітичну фор-
мулу оцінювання кількісної міри ризику поведінки «жертви» у 
довільний момент часу. 
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