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ІНТЕГРАЛЬНА СТОХАСТИЧНА НЕЛІНІЙНА МОДЕЛЬ
ДИНАМІКИ ІННОВАЦІЙНОЇ ЕКОНОМІКИ
АНОТАЦІЯ. На базі сучасних методів, моделей, інформаційних та іннова-
ційних технологій розроблено і досліджено інтегровану стохастичну
нелінійну модель техногенних об’єктів і процесів, придатну для умов си-
стемних криз. У роботі розглянуто аспекти інтеграції багатьох сфер і
секторів діяльності сучасних складних систем, які функціонують і роз-
виваються в сучасних умовах нелінійності, нестабільності і криз.

КЛЮЧОВІ СЛОВА: інтегральна, стохастична, інноваційна, динаміка, мо-
дель, нелінійна, нестабільна, кризи.
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АННОТАЦИЯ. На базе современных методов, моделей, информационных
и инновационных технологий разработана и исследована интегрирова-
ная стохастическая нелинейная модель техногенных объектов и про-
цессов, пригодная для условий системных кризисов. В работе рассмот-
рены аспекты интеграции многих сфер и секторов деятельности
современных сложных систем, которые функционируют и развиваются
в современных условиях нелинейности, нестабильности и кризисов.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: интегральная, стохастическая, инновационная,
динамика, модель, нелинейная, нестабильная, кризисы.

ABSTRACT. On the basis of modern methods, models, information and
innovative technologies, an integrated stochastic nonlinear model of
technogenic objects and processes, suitable for the conditions of systemic
crises, was developed and investigated. In the paper aspects of integration of
many spheres and sectors of activity of modern complex systems that function
and develop in the modern conditions of nonlinearity, instability and crises are
considered.

KEYWORDS: integral, stochastic, innovative, dynamic, model, nonlinear,
instability, crisis.

Вступ. У сучасних складних умовах нелінійності, нестабіль-
ності і системних криз усе більш вирішальна роль у зростанні на-
ціональної економіки відводиться досягненням науки, техніки і
освіти, втіленим в інноваціях.

Саме інновації, як визначальний результат науково-технічного
прогресу (НТП), стимулюють зростання продуктивності і ефек-
тивності використання чинників виробництва, підвищення якості
і конкурентоспроможності продукції країни. Із середині ХХ ст.
уряди провідних країн світу, які відносяться до розвинених країн
світу, узяли відкритий курс на інновації, створення інноваційної
економіки, поєднуючи інтенсифікацію НТП з інституціональни-
ми перетвореннями в економіці і секторі державного управління,
спрямованими на підвищення якості організації і управління еко-
номічною системою.

Науково-технічний прогрес як безперервний і системний про-
цес впровадження у господарську практику результатів розвитку
науки і техніки, а також нових методів організації виробництва і
праці впливає на економічне зростання і розвиток кількома спо-
собами: по-перше, поліпшення технологій дозволяє збільшити
валовий випуск продукції без зміни сукупних витрат; по-друге,
технологічні перетворення виробництва призводять до зміни
структури продукції, що випускається, на користь високоякісних
товарів і послуг з високою доданою вартістю; по-третє, НТП
обумовлює великі зміни в предметах і засобах праці; нарешті,
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НТП вносить істотний вклад у підвищення добробуту суспільст-
ва і якості життя населення.

Проте, при моделюванні еколого-економічного розвитку в ру-
слі концепції екологічної модернізації і принципу стійкого роз-
витку необхідно враховувати такі взаємозв’язані системи: еконо-
міка (виробництво), праця (населення), ресурси (корисні копали-
ни, природні ресурси та ін.), природа (ця система відбиває стан
довкілля), а також важлива врахувати досягнення НТП і рівень
освіти [1—4].

Отже, розробка і дослідження інтегрованих стохастичних мо-
делей на базі використання математичних методів, моделей і ін-
новаційних технологій з метою прогнозування нелінійної стохас-
тичної динаміки еколого-економічних і соціально-гуманітарних
систем у сучасних умовах невизначеності и ризиків є актуальною
проблемою [2, 8—10].

Метою роботи є розробка та дослідження інтегральної соціаль-
но-еколого-економічної стохастичної нелінійної моделі динаміки
техногенних об’єктів і процесів, функціонуючих в умовах криз і
інноваційної економіки.

Виклад основних результатів. У даній роботі під техноген-
ними об’єктами і процесами (ТОП) мається на увазі техногенні
виробничі підприємства (ТВП) або техногенні регіональні виро-
бництво (ТРВ), або техногенні регіони (ТР), техногенного еконо-
мічного об’єкту (ТЕО) тощо. Все це позначимо як ТОП. Запро-
понований огляд і аналіз деяких отриманих останніми роками
різними авторами результатів по макро- і мікромоделюванню ди-
наміки еколого-економічних і соціально-гуманітарних систем і
процесів, які відносяться до ТОП і функціонують і розвиваються
в складних умовах нелінійності, нестабільності і криз.

Більшість створених раніше моделей соціально-еколого-еко-
номічних систем (СЕЕС) моделей мають теоретичний і детермі-
нований характер і є досить проблемної з точки зору адекватності
і наявності інформації, нових знань і технологій для їх реалізації.
У зв’язку з цим завдання управління техногенним регіональним
виробництвом (ТРВ) в умовах кризи обумовлює об’єктивну не-
обхідність удосконалення методів, моделей і інформаційних тех-
нологій на основі стохастичних рівнянь для управління СЕЕС
[2, 3, 5—10].

Стохастична модель системної динаміки. Принцип систем-
ної динаміки стохастичних процесів або метод системної динамі-
ки при наявності екзогенних та ендогенних стохастичних вплив
можна представити як стохастичне диференціальне рівняння
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(СДУ) [1,3]: ),,,( jtjjj WXXFX −+=&  де tjW  — стандартний броу-
нівський рух; ),( tX jjσ  — коефіцієнт волатильності. Зокрема, рі-
вняння стохастичної динаміки j-го агента можна представити як

( ) jtjjjjjjj dWtXXXX ,σβα +−= −+& . При прийняти поняття білого
шуму з безперервним часом, рівняння стохастичної динаміки
можна представити як:

),(),(),( tetxtxF
dt
dx σ+=

де { }Ttte ∈),(  — білий шум з безперервним часом. Для представ-
лення стохастичної нелінійної моделі динаміки системи в дискре-
тному випадку можна використати різницеве рівняння у виді [8]:

,),),(()),(()1( Ttttxwttxftx ∈+=+

де f  — умовне середнє від )1( +tx при заданому )(tx , а w  —
випадкова величина з нульовим середньому. Якщо умовний роз-
поділ )(tw  при заданому )(tx  є нормальний закон, то модель
можна переписати як:

,),()),(()),(()1( Tttettxttxftx ∈+=+ σ

де { }Ttte ∈),(  — послідовність незалежних однаково розподіле-
них випадкових величин з параметрами (0, 1).

Модель випуску по трьом активам:

[ ]
[ ]
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+
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−−−=

,  (1)

де )(tY  — обсяг «корисного» випуску; )(tK  — об’єм фізичного ка-
піталу; )(2 tL  — об’єм некваліфікованої робочої сили (точніше —
робочої сили відносно невисокої кваліфікації); )(tτ  — індекс
НТП, залежний від обсягу передових виробничих технологій

)(tw , що використовуються у виробництві, наприклад,
dtwt )]([)( =τ , де constd = ; )(1 tKα , )(2 tKα , )(3 tKα  — долі викорис-

тання об’єму фізичного капіталу в секторах НДОКР, екологічно-
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му і соціальному, відповідно, причому 1)(0 1 <≤ tKα , 1)(0 2 <≤ tKα ,
1)(0 3 <≤ tKα , а також 1)()()(0 321 <++≤ ttt KKK ααα ; )(1

2
tLα  і )(2

2
tLα  —

долі використання об’єму некваліфікованої робочої сили в еколо-
гічному і соціальному секторах 1)(0 1

2
<≤ tLα , 1)(0 2

2
<≤ tLα ,

1)()(0 21
22

<+≤ tt LL αα ; 21, αα  — показники міри виробничої функ-
ції (еластичності випуску по )(tK  і )(2 tL ), 10 1 ≤≤α , 10 2 ≤≤ α ;
A  — параметр масштабу: 0>A ; { }TtteY ∈),(  — білий шум з без-
перервним часом, ( )tYY ,σ  — коефіцієнт волатильностs. Тут

)()()( 21 tLtLtL +=  — загальне число працюючих.
Модель капіталу є моделлю економічного зростання. Мате-

матична формалізація виходить від робіт Солоу, Свена, Рамсея.
Детальна побудова моделі описано в роботах [1, 3, 5—9].

Підсумкова модель записується таким чином:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0),()()(][ 0KKtWtKtBtDtCtItKtK
dt
d

K =−−−−=+ αα  (2)

де ( )tK  — капітал, C(t) — об’єм споживання, I(t) — інвестиції,
( )tD  — витрати на моніторинг і скорочення забруднень, )(tB  —

витрати на небезпеку і стабільного розвитку, α  — фіксована
норма вибуття капіталу. Наприклад, ( ))(),(),()( tRtLtKFetI tω= ,

)(tR  — допоміжні ресурси, а параметри α  — норма амортизації
ω  — темп технологічного прогресу. F  — виробнича функція.

У моделі праці традиційно припускають експоненціальну змі-
ну трудових ресурсів, тобто ( ) ),(,exp)( 000 tLLtLtL ≡= γ  де γ  —
параметр темпу зростання, тобто LL γ=& . Ця модель необмежено-
го зростання трудових ресурсів не завжди знаходить відображен-
ня в практичному застосуванні. Проте з урахуванням ефекту «на-
сичення» має місце реалістичніша модель динаміки трудових
ресурсів (ТР) у вигляді логістичного рівняння (тобто рівняння
Ферхюльста):

( ) ( ) ,1)(
max

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

L
tLtLtL γ&

де maxL  — максимально допустима кількість ТР.



55

Мінімодель функціонування і розвитку економіки матимемо в
такому виді:

( ) ( ) ( )[ ],)(,, tRtLtKFtY =

( ) ),(α1)( tYtC −=

( ) ,,Y(t)K(t)-)( 00 KtKtK =+= ρα&

( ) ( ) ( ) ,,/1 00max LtLLLLtL =−= γ&

де 0K  — початковий об’єм основних фондів, 0L  — початковий
кількість трудових ресурсів.

Таким чином, маємо нелінійну динамічну модель [1—4]:
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Дотримуючись логіки моделювання, розширену модель тру-
дових ресурсів можна представити одним з таких видів:
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 (3)

У першому рівнянні константи CZ γγ ,  — характеризують змі-
ну чисельності населення (у тому числі у зв’язку зі зміною рівня
смертності, рівня народжуваності і міграції) внаслідок екологіч-
ної ситуації і рівня споживання в регіоні. У другому і третьому —
функція ( )CZL ,~0  визначає зміну верхньої межі чисельності усього
працюючого населення регіону. Окрема проблема полягає у ви-
значенні виду функції ( )CZL ,~0 .

Динаміка усіх трудових ресурсів (ТР). Розглянемо тепер ди-
наміку усіх трудових ресурсів, тобто, )()()( 21 tLtLtL += , де

)(1 tL  і )(2 tL  — відповідно, об’єми кваліфікованого і некваліфі-
кованого трудового капіталу, тобто трудового ресурсу.
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Зростання об’єму кваліфікованої праці )(1 tL  моделюється
ендогенне, тоді як зростання об’єму некваліфікованої робочої си-
ли )(2 tL  передбачається екзогенним заданим:

)()( 22 tLtL γ=& ,

де γ  — темп приросту чисельності трудового ресурсу: 0≥γ . У
роботі також розглянута модифікована логістична модель [3].

Нехай )(1
1

tLα  — доля кваліфікованої робочої сили, зайнятої в
секторі НДОКР, причому 1)(0 1

1
≤≤ tLα , а −)(2

1
tLα  доля кваліфіко-

ваної робочої сили (людського капіталу), зайнятого в освіті, при-
чому .1)(0 2

1
≤≤ tLα  Помітимо, що умова 1)()(0 21

11
<+≤ tt LL αα  ро-

бить можливою наявність у )(tL  кваліфікованої робочої сили
)(1 tL . Тому

)()())()(1()( 21
21
11

tLtLtttL LL +−−= αα .  (3*)

Тоді отримаємо, що динаміка )(2 tL визначається із співвідно-
шення:
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Тут { }TtteL ∈),(
2

 — білий шум з безперервним часом, ( )tLL ,22
σ  —

коефіцієнт волатильності.
Рівняння динаміки природних ресурсів. Нехай R(t) — допо-

міжні (супутні) ресурси. Моделі природних ресурсів складається
з двох підсистем. Це обумовлено наявністю двох типів ресурсів:
поновлюваних і не поновлюваних. Для моделювання поновлюва-
них ресурсів використовують моделі, аналогічні моделям праці,
тобто модель Мальтуса, модель Ферхюльста, модель Гомперца,
модель Монода, а також модель Лотки-Вольтерра, що враховує
динаміку двох взаємно впливаючих ресурсів [1—3].

Облік дії інших підсистем соціально-еколого-економічною
моделі приведе до розширення типової моделі поновлюваних ре-
сурсів. Таке розширення можна провести шляхом додавання в
модель додаткових змінних:



57

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0),(,][ 0RRtetRtLtYtKtRtR
dt
d

RRLKR =+−−+= σγγγ    (4)

Тут { }TtteR ∈),(  — білий шум з безперервним часом, ( )tRR ,σ  —
коефіцієнт волатильності.

Модель не поновлюваних ресурсів на відміну від попередньої
моделі не міститиме доданку, що враховує відновлення ( )( )tRRγ ,
але враховуватиме розвідку нових родовищ:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0,)(,, 0RRtYtLtKtRtLtKdtR LK =−−+= γγ& (4*)

де ( ) ( )( ))(,, tRtLtKd  — деяка функція, що визначає загальний об’єм
витрат на розвідку природних ресурсів залежно від витраченого
капіталу ( )tK  і притягненої праці ( )tL .

Рівняння динаміки потенціалу сектора НДОКР:

[ ] [ ]
( ) )(,

)()()()()()(

)()]([

4
3121

1
1 1

tet

tstKttLttG

tt
dt
d

KL

φφ

γγγγ

φσ

ααφ

φδφ φ

+

+⋅⋅=

=−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

&

, (5)

де )(tφ  — запас знань і технологій в економіці — число винахо-
дів, які не втратили свою актуальність до року t ; )(tφ&  — приріст
запасу знань в одиницю часу — число нових винаходів за рік t  за
вирахуванням застарілих; )(1 tL  — об’єм кваліфікованої (точніше —
висококваліфікованого) праці (кваліфікована робоча сила з ура-
хуванням кваліфікації, тобто твір числа кваліфікованих праців-
ників )(1 tL  і рівень кваліфікації середнього працівника )(th  тобто

)()( 1 tLth ; )(ts  — соціальний індекс; φδ  — темп вибуття знань у
силу їх застарівання 0>φδ ; )(1

1
tLα  — доля об’єму кваліфікованої

праці, зайнятого в секторі НДОКР 1)(0 1
1

≤≤ tLα ; 321 ,, γγγ  — статеч-
ні параметри 10 1 ≤≤ γ , 10 2 ≤≤ γ , 10 3 ≤≤ γ ; G  — параметр масш-
табу: 0>G . Тут { }Ttte ∈),(φ  — білий шум з безперервним часом

( )t,φσφ  — коефіцієнт волатильності.
Рівняння динаміки об’єму кваліфікованої праці сектора

освіти:
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[ ] ( ) )(,)()()()()]([
1111 1

2
1

21
11 ttLtLttDtLtL

dt
d

LLLL eσαφδ
ηη +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅=− ,    (6)

де )(1 tL&  — приріст об’єму кваліфікованої праці в одиницю часу
(різниця між знову створеною кваліфікованою працею і його ви-
буттям); )(2

1
tLα  — доля об’єму кваліфікованої праці, зайнятої в

освіті 1)(0 2
1

≤≤ tLα , 1)()(0 21
11

≤+≤ tt LL αα ; 
1Lδ  — темп вибуття квалі-

фікованої праці в силу припинення активної діяльності носієм
кваліфікації 0

1
>Lδ ; 21,ηη  — степені параметри 10 1 ≤≤η ,

10 2 ≤≤η ; D  — параметр масштабу: 0>D . Тут { }TtteL ∈),(
1

 — білий
шум з безперервним часом, ( )tLL ,11

σ  — коефіцієнт волатильності.
Модель динаміки загального об’єму забруднень Z(t). Загальна

форма запису:

( )
,)0(

),(,)1))((),(),(),(())(()]([

0

*

ZZ

tetZctRtLtKtСftZgtZ
dt
d

ZZ

=

+−=+ ση  (7)

де Y — обсяг «корисного» випуску, K — капітал, L — число пра-
цюючих (обсяг праця) С — об’єм споживання, Z — об’єм забру-
днень («шкідливий» вихід), I — інвестиції, R — інші ресурси.

Оскільки приріст (зростання) забруднення дорівнює різниці
між об’ємом зробленого забруднення і об’ємом знищеного за-
бруднення за рахунок безпосередньої боротьби з ним, так і в ре-
зультаті природного спаду (асиміляція), динаміку забруднення в
загальному вигляді можна описати таким диференціальним рів-
нянням [3]:

−+ −= ZZtZ
dt
d )]([ ,

де для техногенного об’єкту (ТО): ( )kfZ γ=+ ,
( ) ( ) zkfZ δβαλ +−−=− 1 , а для техногенної регіональної

економіки в цілому (у разі взаємної незалежності ТО):

( ) ( ) ( )∑ ∑ +−−== −+
n n

iiiiiii zkfZkfZ
1 1

.1, δβαλγ
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Рівняння екологічного індексу:

[ ] [ ] [ ] ( ) )(,)()()()()()()]([ 32211 tetZtKttLttEtztz
dt
d

ZZKLz σααφδ ννν +⋅=− , (7*)

де )(tz  — екологічний індекс; )(tz&  — приріст екологічного індек-
су в одиницю часу; zδ  — темп зменшення екологічного індексу
із-за забруднень довкілля 0>zδ ; 321 ,, ννν  — статечні параметри

10 1 ≤≤ν , 10 2 ≤≤ν , 10 3 ≤≤ν ; E  — параметр масштабу: 0>E .
Рівняння соціального індексу:

[ ] [ ]
[ ] [ ] ( ) )(,)()()()(

)()()()()]([

4332

211

tetstzttKt

tLttHtsts
dt
d

sszK

Ls

σεε

εφδ

υυ

υυ

+⋅×

×⋅=−
, (8)

де )(ts&  — приріст соціального індексу в одиницю години, sδ  —
темп зменшення соціального індексу у зв’язку зі зростанням за-
хворюваності населення, скороченням тривалості життя, збіль-
шенням міри розшарування суспільства і інше, 0>sδ ;

4321 ,,, υυυυ  — статечні параметри еластичності 10 1 ≤≤υ ,
10 2 ≤≤υ , 10 3 ≤≤υ , 10 4 ≤≤υ , H  — параметр масштабу: 0>H .

Помітимо, що стан соціальної сфери залежить також і від еко-
логічного стану.

Рівняння індексу НТП, який збільшує ефективність викорис-
тання праці і капіталу у виробництві )(tτ :

[ ] [ ]
[ ] [ ] ,)()()()(

)()()()()]([

43

2
11

1
1

)(
ββ

ββ
φτ

δδ

δφδφδ ττ

tztztsts

tLtLttt
dt
d

zs

LQt

++

++=+

&&

&&
 (9)

де )(tτ&  — приріст індексу НТП, викликаний зміною числа пере-
дових виробничих технологій, які використовуються у виробниц-
тві, в одиницю часу, τδ  — темп зменшення індексу НТП у
зв’язку із застаріванням передових виробничих технологій

0>τδ ; 4321 ,,, ββββ  — статечні параметри 10 1 ≤≤ β , 10 2 ≤≤ β ,

10 3 ≤≤ β , 10 4 ≤≤ β ; Q  — параметр масштабу: .0>Q
Заметимо, що )(tτ  — індекс НТП, залежний від числа передо-

вих виробничих технологій )(tw , використовуваних у виробницт-
ві, наприклад, dtwt )]([)( =τ , де .constd −
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Модель динаміки інвестицій I(t). Якщо, наприклад, випуск
визначається як ( ) ,,, CIYLKFY +==  то модифікована модель
динаміки фондів з урахуванням запізнювання інвестиційних по-
токів (з розподіленим лагом і коли функції ядра
( ) ( )( )ττ −−=− trhth exp0 , тобто для стаціонарного випадку) при-

кмет такий вид [3]:
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 (10)

При цьому помітимо, що потік інвестицій також є стохастич-
ним процесом. Тут, як і раніше: С — об’єм споживання, D — ви-
трати на моніторинг і скорочення забруднень.

Відмітимо, що в статиці можна скористатися також формулою
( ))(),(),()( tRtLtKFetI tω= .

Модель динаміки споживання. При аналізі і побудові траєк-
торії споживання вважатимемо, що приріст об’єму споживання за
період [t, t + dt] можна визначити так [8, 9]:

).()()()()1()()()( tWtKtAdttKdttKtAtdC C+−−= α (11)

Випадкові процеси, що враховуються в рівняннях системи є
приростами вінерівських процесів, розподіленими за нормальним
законом з середнім, рівним нулю і дисперсією, пропорційній три-
валості даного тимчасового інтервалу.

Інтегральна модель. Отже, у результаті комплексної форма-
лізації отримаємо один з варіантів інтегральної соціально-
еколого-економічною і інноваційної моделі динаміки у вигляді
такої системи рівнянь:

( ) jtjjjjjjj dWt
dt
d ,)()()( Φ+Φ−Φ=Φ −+ σβα ooo  ,
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ),()()(][ tWtKtBtDtCtItKtK
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).()()()()1()()()( tWtKtAdttKdttKtAtdC C+−−= α

де )(tY  — обсяг «корисного» випуску, )(tK  — капітал, ( )tL  —
число працюючих, )(tC  — об’єм споживання, )(tZ  — об’єм за-
бруднень («шкідливий» вихід), )(tI  — інвестиції, ( )tR  — інші
ресурси, )(tD  — витрати на заходи по зниженню забруднень і
моніторинг, )(tB  — витрати на забезпечення небезпеки і сталого
розвитку.

Висновки. На базі використання сучасних методів, моделей,
інформаційних і інноваційних технологій з метою прогнозування
стану нелінійної динаміки еколого-економічних і соціально-
гуманітарних систем розроблено і досліджено інтегровані стоха-
стичні моделі об’єктів і процесів, придатні для умів системних
криз. У роботі розглянуто аспект інтеграції багатьох сфер і сек-
торів діяльності сучасних складних систем типа СЕЕГС, які фун-
кціонують і розвиваються в складних умовах нелінійності, неста-
більності і криз.

У результаті комплексної формалізації отриманий один з ва-
ріантів інтегральної соціально-еколого-економічної і інновацій-
ної нелінійної моделі динаміки у вигляді системи дифе-
ренціальних і функціональних стохастичних рівнянь. Перспек-
тивою подальших досліджень є представлення запропонованої
інтегральної моделі у фазовому просторі з рівняннями спо-
стережень, розробка фільтрів і алгоритмів оптимального управ-
ління.
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