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Д. Я. Х у с а ин о в, Е. А. !О н ь к о в а 

Оценка величины запаздывания в линейных 
дифференциальных системах 
с ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ аргументом 

Рассматривается система линейных дифференциальных уравнений G 

запаздывающим аргументом 

х (t) = Ах (t) + Вх (t - 't), (1) 
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где х Е R:', t > t0 , -r > О, А= [aiiJ7.i= I• В= [b;j]?.i= l - постоянные матри­
цы . Система вида 

х (t) = Ах (t) + Вх (1 - -i:) + Q (х (t), х (t - -r)), (2) 

где функция Q (х (t), х (t - -r)) та1<ова, что (2) допускает решение, называ­
ется системой, возмущенной по отношен1110 к (1). Если залаздьшанне отсут­
ствует, т. е. -r = О , то система (1) имеет вид 

х (t) =(А + В) х (t) . (3) 

Исследование устойчивости решения х (t) == О системы (1) будем про­
водить методом функций Ляпунова. 

Решение х (t) =О системы (1) называется асимптотическ11 устойчи­
вым, если для произвольного е >О существует б (е) >О такое, что для 
любого другого решения х (t) системы (1) нз неравенства 11 х (t) \1 < б (е) 
при t0 - -r ~ t ~ t0 следует 11х(t)11 < е nрн t > f0 и liш 11х (t)11 =О. 

/->ОО 

Решение х (t) =О системы (1) называется устоiiчнвым при постоянно 
действующих возмущениях, если для произвольного в> О существуют 
б (е) > О и 11 (е) > О та~ше, что для любого решення xQ (t) воз~1уще111юй 

системы (2) нз неравенств 11 xQ (t) 11 < б (е) при t0 - -i; ~ t ~ t0 и 11Q11 <r1 (е) 
следует 11 xQ (t} 11 < е при t > tn. 

Ест1 запаздывание 't достаточно мало, то из асимптотической устойчи­
восп1 решения х0 (t) """" О системы без запаздыва1111я (3) следует асимптоти­
ческая устойчивость и устойчивость прн постоянно действующих возмуще­
ниях реше11ш1 х (t) =О системы с за паздыванием (1) [1 , 2]. 

В настоящей работе вычнсляется 01tенка запаздывания -i:, при которой 
справедливо приведенное выше утвержденне. Если решение х0 (t) = О си­
стемы (3) асиыптотическн устойчиво, то дм~ любой с11мметричной положн­
телыю определенной матрицы С существует ед1111ственная положительно оп­
ределенная матрица Н, являющаяся решением уравнения Ляпунова 

(Ат+ Вт) Н + Н (А + В)= - С. (4) 

Функция Ляпунова для системы (3) 11щется n виде 1<вадрат11чной формы 
v (х)= (хт, Нх). Величины запаздыван11я -i:0, начального возмущения б (е} н 
возможного возмущения 11 (е) системы (2) вычисляются с нслользованиеы 
значений Amtп (Н), Arnln (С), Amiix (Н), являющ11хся на11меньш1ш11 11 наиболь­
шими собственными числами матр1щ Н и С. 

Теорем а l. Если решение х0 (/)=О сш:те.мы. (3) аси.м11пwти 11ес1си 
устойчиво, то при -r<-i:0, где -i;0 = Лm111(C)[2(llA ll +llBll)IJHBllJ-1 X 
Х (Лm1n (Н)/Лmах (J-1)) 112, ре~щнuе х (t) =О систе,11ы (1) также асщтт.оти-
11еск.и устойчиво. 

Предварительно введем ряд определений. Поверхность уровня v (х)=а 
будем обозначать дrР·, а область, ограниченную поверхностыо уровня, 
через tP, т. е . дif-'= {x :v(x)= а}, r.P= {x:v(x)~a}. 

Л ем м а 1. Пусть для t ~ t0 + -i; существует а > О такое, что 
х (t) Е дr.Р, а при t - 2-r ~ s ~ t х (s} Е т.Р. Тогда для произвольного у > О 
существует. -i:0 >О такое, что при 't ~ -i:" будет 11 х (t) - х (t - -i:) 11 < 
< '\' 11 х (t} 11. 

До 1< аз ат ель с т в о. Пусть существует а> О такое, что х (t) Е 
Е дr.Р = { х: v (х) =а}, а при t - 2-i: ~ s ~ t х (s) лежит внутри области, 
ограниченной д!Р, т. е . х (s) Е r.P = { х: v (х) ~ а } Тогда, как сJ1едует из 
оценок функции Ляпунова для линейных систем !3], sup { 11х(s)11 } ~ 

l-21~s~I 

~ (./•шах (H)/Лrn1n (Н)) 1 12 х (t) 11, где х (t) Е дт.Р, Amax (Н), Л.m1r1 (Н) - соответст­
венно наибольшее и наименьшее собственные числа симf\1етричной положи­
тельно определенной матрнuы Н 

Из интегрального представления решения уравнения ( 1) получим 

11 х (t) - х (t- -r) 11 = 11 S [Ах (s) + Вх (s- 1:)1ds 11~1: (1 1 А 1 1 + 
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+ 11В11) sup {JI Х (s) 11 } ~ 't (11А11 + 11В11) (Лmах (H)/Лmin (H))112 ll Х (t) 11· 
t-2,; ,,;s,,;t 

11 nри 't ~ 'to, где 'to = '\' ( 1 1 А11+ 11В 1 1Г1 (Лmin (H)/An1ax (Н)) 1 12, будет 
11 х (t)- х (t - -r) 11~у11 х(t)11. 

До казательство теоремы. Для произвольных а.>0 11 't >О 
найдем б (а., -r) такое, что из 1 1 х(t) 1 1 < б (а., 't) при t0 - 't ~ t ~ t0 будет 
х (t) Е tfL при t0 - 't ~ t ~ t0 + 't. Из равенства 

1 

х (t) = х (t0) + f [Ах (s) + Вх (s- -r)] ds 

с.nедует, что прн t 0 ~ t ~ t u + -r 
1 

lo 

11 х (t) 11 ~ б + .\ [ 11 А 1111 х (s) 11 + 11В1 1 б] ds. 
lo 

Используя неравенство Беллмана, получаем 11 х (t) 11 ~ б ( 1 + 11В11 't) Х 
Х ехр (11 А 11-r). Если справедливо неравенство б ( 1 + 1 1В 1 1 rt) ехр ( 1 1А11 't) ~ 
~ (а./Лmах (fl))112

, то при L0 - -r ~ t ~ t 0 + 't х (t) Е i.P. Таким образом, 
6 выбираеJ-1 из соотношения б (а, -r) = ехр (- 11 А11 't) ( 1 + 11 В ll -r)-1 (а.!Лmах Х 
Х (Н))112 . 

Рассr.ютрим полную производную функции Ляпунова v (х) = (хт, Нх), 
11сnользуя (1), 

; [х (t)] = - (хт (t), Сх (t)) + ([х (t - 't) - х (t){ Вт, Нх (t)) + 
+ (хт (t), Н В [х (t - 't) - х (t)]). 

Пусть х (t) Е дvа 11 х (s) Е va при t - 2-. ~ s ~ t. Тогда, учитывая леммы 

1, 2, для полной производной v (х) в силу (1) можно записать~ lx (t)] ~ 
~ (- Лmtn (С)+ 2у 11НВ11) 11 Х (t) il2 • И при у< "-.mi11 (С)/(211 НВ 11), где Лm111 (С) 

- наименьшее собственное число матрнuы С, v [х (t)l < О. Это означает, 
что вектор движения х (t) системы ( 1) направлен внутрь дvа и решение не 

покинет область va. Причем неравенство ~ [.х (s)] <О будет сохраняться и 
при s > t, т. е. решение х (t) =О асимптотически устойчиво. 

Таким образом , для 11роизвольного е > О выбираем <t0 = Лmtn (С) Х 
Х [2 ( 11 А \1 + 11 В 11) 11 Н В l lГ1 (Лmi11 (Н)/Лmах (Н)) 1 12, 6 (е) = ехр (- 11 А 11 'to) Х 
Х (1 + 1/ В /1 'tоГ 1 (Лmin (H)/Amax (Н)) 1 128. 

Теорема доказана. 
Т е о рем а 2. Если реu.1.ение х0 (!) = О систел~ы (3) асщттотически 

устойчиво, то при 't < 't0 , где 't0 = Л1111n (С) [2 (11 А1 1 + 11В11) 11 НВ llГ1 Х 
Х (Лm 1 ,, (Н)/Лmах (Н))112 , рещение х (t) = О сuстелtы (1) устойчиво при по­
стоянно действующих возлtущениях. 

При этолt произвольное реиlение xQ (t) сисгпелtы (2) не выйдет из 
в-окрестности начала координат п.ри t > t0 , если 11 xQ (t) 11 < б (8) при 
i0 - 't ~ t ~ t0 и 11 Q 11 < 11 (8), где 

б (8) = (1 - ~)(1 + 11 В li -r0Г1 ехр (-11А 1 1 •0) (Лm1r1 (Н)/Лmзх (Н)) 1128, 

11 (8) = е (Лm1n (Н)/Л111ах (Н))112 inin {~•о 1 ехр (-11 А ll 't0), 
( 11А11+11В11) ( 1 - ~) ~!~, (1 - ~) ( 1 - ~) Лm111 (С)/(211Н11) }, 

~ = -r/rr0 , ~ и j) - произволы-tые числа, О < ~ < 1, О < j) < 1. 
JI ем м а 2. Пусть для t ~ t0 + -r существует сх. > О тшwе, 11то 

xQ (t) Е дtР, а при t - 2-r ~ s ~ t х0 (s) Е т.Р Тогда для произвольного у> О 
будет существовать -r0 > О и 11 > О такие, чпw п.ри 't < <&0 и 11 Q 11 < 11 
будет 11 xQ (t) - х0 (t - •) 11 < 'V 11 х0 (t) 11. 

До к а за те л ь ст в о. Г lроводя оценки решений xQ (t) системы (2), 
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получим 

1 

11 xQ (t) - xQ (t - 't) 11 ~ j 11 AxQ (s) + Bxq (s - -с) + Q (xq (s), xQ (s - т)) 11 ds < 
t--.: 

< 't [( 11 А 11 + 11 В 11) sup { 11 xQ (s) 11} + Y\l ~ 't [( 11А11 + 11 В 11 )Х 
t-2-.:~s~t 

Х (Amax (/-f)/'}•mf11 (/-f)) 112 ll XQ (t) 11 + YJ] . 

Если положить 't0 = у (Лmin (Н)/Лmэх (H))lf2t f~ + (1 - ~) ~] ( 11А11+11В11), 
ri = (1 1 А11 +11В11) (1 - ~) ~~ (а./Л.111 111 (J-/)112, где ~ = 'tt't0 , О<~< 1, то лем­
ма 2 выполняется. 

Доказательство теоремы. Выбере111 6>0 и ri>O таким об­
разом, чтобы xQ (t) Е rP при t0 - -с ~ t ~ 10 +-с, лишr, только 11 xQ (t) 11 < о 
при t0 - ,; ~ t ~ !0 и 11Q11 < '1']. Получая оце111<и аналогично теореме 1, 
находИ111: 

1 

tl xQ (t) 11~11 xQ (t0 ) 11 + j 11 AxQ (s) + BxQ (s - 't) + Q (xQ (s), xQ (s - -с)) 11 ds. 
fo 

Используя неравенство Беллмана, запише111 11 XQ (t) 11 ~ [б ( l + 11В11-с) + 
+ n-c) ехр (11 А 11-i-). Таким образо~1. выбираем 

б = ( 1 - ~) ( 1 + JI В 11 'tГ1 ехр (- 11 А 11 't) (а.Л111ах (Н)) 112
, 

Ч = ~'t- 1 ехр (-11А11-с) (ЩЛ.mах (Н))1 12 , 0 < ~ < 1. 

Оценим по.rrную производную v(x), используя (2): 

. т т 

v [xQ (t)] = - (х~ (t), CxQ {t)) + ([xQ (t - -с) - xQ (t)] В , HxQ (t)) + 
+ (хЬ (t), НВ [xQ (t - -i-) - xQ (t)]) + 2 (х~ (t) Н, Q, (xQ (!), xQ (t - -с))) ~ 

~ (- Лmln (С)+ 211 11НВ11) 11 xQ (t) 112 + 211lf ll11 ll xQ (t) 11· 

Положим у= Лm1n (С) (211НВ 1/Г 1 [~ + (1 - ~) ~], тогда ,;0 = l•ml11 (С) Х 
Х [2 (11А 11 +11В11) 1 НВ llГ1 (Лm111 (Н)/Лmах (Н)) 112 . Выберем для произвольных 
е > О н ,; < ,;0 величины б (е) и 11 (е) следующим образом: 

б (е) = (l - ~) ( l + 11 В ll -c0Г1 ехр (-11 А ll -c0) (Л.m11) (Н)ГЛmsх (Н)) 1 12 , 

11 (е) = е (Лm111 (Н)/Лmах (Н)) 112 
111i11 {~-со 1 ехр (-11 А ll -c0), 

(11А 11 + 1 1 В11) ( 1 - ~) ~~. ( 1 - ~) ( 1 - В) Amin (с)/(2 11Н1 1) }, 

где ~ ='t/'t0, О<~< 1, О<~< l . Тогда решение x(t)=O будет устоii­
чивым при постоянно действующнх воз111ущениях. Действи1ельно, для про­
извольных е > О и ,; < -с0 в снлу выбора б (е) > О и ri (е) > О при ln -
- 't ~ t ~ ln + 't xq (t) Е "i.P, где а.= Лm1 11 (Н) е2 . I-10 тогда при t~ t0 + 
+ 't 11 XQ (/) - X (J (t - -r) 11 <У 11 X Q (i) 11. где у= Amln (С)[~+ ( 1 - ' ) ~]/(2i l Н/1). 
И так 1<ак при этом полная производная v (х) в силу системы (2) отри­
цательно определена, то х (t) = О устойчиво при постоянно действующих 
возмущениях, что и требовалось доказать. 

3 а меч а 11 и е. Величины 'tn, б (t-:) и Ч (е)- функuии Amin (Н), /"m1n (с), 
Лmах (Н). За счет удачного выбора матрицы С эти величины можно улучшить. 
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