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кції призводять до виникнення невизначеності в системі, що
ускладнює прогнозування її подальшого розвитку та може впли-
вати на стратегію розвитку малого підприємства, яке, функціо-
нуючи в мовах підвищеного ризику, може зовсім відмовитись від
здійснення інвестицій прибутку у виробничі фонди.
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ДОСЛІДЖЕННЯ ГЛОБАЛЬНОЇ СТІЙКОСТІ
НЕРУХОМОЇ ТОЧКИ МОДЕЛІ ДІЛОВОГО ЦИКЛУ

АНОТАЦІЯ. У публікації розглядається нелінійна модель ділового
циклу, яка описується різницевим рівнянням Ріккера з запізнен-
ням. Досліджується проблема побудови області глобальної стій-
кості рівняння Ріккера та даної моделі.
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КЛЮЧОВІ СЛОВА: динамічна система, різницеве рівняння з запіз-
ненням, глобальна стійкість, асимптотична поведінка.

АННОТАЦИЯ. В публикации рассматривается нелинейная мо-
дель делового цикла, которая описывается разностным уравне-
нием Риккера с запаздыванием. Исследуется проблема построе-
ния областы глобальной устойчивости уравнения Риккера.
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: динамическая система, разностное уравне-
ние с запаздыванием, глобальная устойчивость, асимптотическое
поведение.

ANOTATION. In article considered non-linear model of the business cycle,
which is described by the Ricker difference equation with delay. We study
the problem of constructing the global stability of the equation Ricker.
KEYWORDS: dynamical system, delay difference equation, global
stability, asymptotic behavior.

Постановка задачі. Розглянемо моделі ділового циклу, які
описуються нелінійними рівняннями з коливними розв’язками і
узагальнюють модель мультиплікатора Кейнса.

Основна гіпотеза макроекономічної моделі Кейнса «попит
створює пропозицію» може бути представлена рівнянням

D
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t YY =+1 , (1)

тобто величина пропозиції — національного доходу — в кожен
наступний момент часу має дорівнювати величині попиту попе-
реднього періоду.

Але така трактовка даної гіпотези є занадто «жорсткою» і ви-
являє лише напрям зміни національного доходу. Більш загальною
є модель гіпотези Кейнса, в якій приріст національного доходу не
дорівнює надлишковому попиту, а має функціональну залежність
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де 0>α , 1≠α  — параметр, що характеризує реакцію економіки
на дисбаланс між попитом і пропозицією, маємо «м’яку» модель
гіпотези Кейнса, і якщо 1=α , то із (2) отримуємо «жорстку» мо-
дель (1).

Нехай поточне споживання лінійно пов’язане з пропозицією,

тобто 
S

tt cYCC += 0 , а інвестиції складаються із автономних ( )0I і
постійного попиту на інвестиції IIIt ∆+= 0 . Тоді величина попи-
ту запишеться наступним чином

IIcYCICY
S

ttt

D

t ∆+++=+= 00 . (4)

Підставляючи (4) в (2) при умові (3) отримуємо лінійне різни-
цеве рівняння
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яке має єдину глобальностійку нерухому точку 
c

CIIY
−
++∆

=
1

00
*
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умові 
c−

<α
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2 .

Представлення функції f  у вигляді (3) призвело до лінійної
моделі без запізнення, глобальна стійкість якої широко дослі-
джена в літературі [1—3, 7].

Більш цікавим є випадок коли реакцію економіки на дисба-
ланс попиту та пропозиції можна представити нелінійним рів-
нянням виду
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У цьому випадку національний дохід зростає, якщо надлиш-
ковий попит більше нуля, але, завдяки доданку )1;0[∈q , не зав-
жди зменшується коли надлишковий попит менше нуля. Перехід
до нелінійного рівняння (6) призводить до такої поведінки траєк-
торії моделі, коли з’являються біфуркації та хаос, навіть якщо
функції попиту та пропозиції залишаються лінійними.
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Дослідження глобальної стійкості точки рівноваги для випад-
ку коли 0=k  і 0=q  у рівнянні (6) проведено в монографії [1].
Ми ж дослідимо складніший випадок, коли при 0>k  і

)1;0[∈q виникає нелінійне різницеве рівняння з запізненням.
Представивши сукупний попит наступним чином
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Ввівши нову змінну 
S

tt aYx =  отримаємо рівняння

( )( )kttt xqxx −+ −γ+= exp1 . (9)

Рівняння (9) називається рівнянням Ріккера і виникає в мате-
матичній біології для опису циклічних коливань чисельності по-
пуляції.

Задача даної публікації полягає в дослідженні умов глобальної
стійкості нерухомої точки моделі ділового циклу, яка описується
саме  рівнянням Ріккера.

Допоміжні результати.
Розглянемо нелінійне різницеве рівняння із запізненням

( )knnnnn xxfxx −+ + ,...,=1 , (10)

де ,Z∈n  .Rxn ∈  Нелінійні функції RRf
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умови (H):
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для кожної послідовності },{ jz  яка має ненульову границю на не-
скінченності.

2) Існує число 0<a  таке, що )(),()( φ−−≤φ≤φ MM anfa  для всіх
1+

∈φ
k

R , де функціонал +

+

→ RR
k 1

:M , },{0,max=)( ii zzM  ( )kzzz ,...,= 0 .
Відмітимо, що різницеве  рівняння з запізненням Рікера

(див.[4]) можна звести до рівняння виду (10).
Означення 1. Розв’язком рівняння (10) з початковою умовою

,...,0=,= kix ii −ϕ , (11)
є послідовність }{ nx , яка означена для всіх kn −≥ , задовольняє
початкову умову (11) і рівняння (10) при 0,1,...=n .

Очевидно, що розв’язок }{ nx  існує для всіх 0≥n  і може бути
побудований послідовно.

Означення 2. Розв’язок 
*

=}{ xxn  різницевого рівняння
0,1,...=),,...,,(= 11 nxxxgx knnnn −−+ (12)

називається нерухомим розв’язком (нерухомою точкою), якщо
він задовольняє рівняння ,=)(

**
xxG  де .),...,,(),,...,,(=)(
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∈

k
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Означення 3. Нерухомий розв’язок 
*

=}{ xxn  різницевого рів-
няння (12) називається стійким, якщо для будь-якого 0>ε  і

0>0n  існує 0>),( 0nεδ  таке, що якщо δ− <
*

0
xxn , тоді

ε− |<|
*

xxn для всіх 0nn ≥ .

Означення 4. Нерухомий розв’язок 
*

x  рівняння (10) є глоба-

льним атрактором, якщо 
*

=lim xxn
n ∞→

 для кожної послідовності
},{ nx  що задовольняє рівняння (10).

Означення 5. Нерухомий розв’язок 
*

x  рівняння (10) назива-
ється локально асимтотично стійким, якщо він стійкий і

*
=lim xxn
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 для кожної послідовності },{ nx  що має початкові умо-

ви достатньо близькі до 
*

x .
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Означення 6. Нерухомий розв’язок 
*

x  рівняння (10) назива-
ється глобально стійким, якщо він стійкий і є глобальним атрак-
тором.

Теорема 1. [5, 8] Припустимо, що функціі nf  задовольняють
умови  (H). Тоді кожний розв’язок }{ nx  рівняння (10) прямує до
0, якщо

1)(41)(1

4
max=),(max

21,2=1,2=
+ττ−+τ+++τ+

−
τ≥

jjjj

j
j

j
kk

kga , (13)

де 1τ  — ціла частина числа ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++− 11

3
1 2

kkk , а 1.= 12 +ττ

Теорема 2. [6] Якщо виконуються умови  (H), то для пряму-
вання до нуля кожного розв’язку рівняння (10) достатньо вико-
нання наступної умови: ,0),( kaa∈  де ka  — це правий корінь ква-
дратного рівняння

0=42)(22)1)((
2

++++++ ksassa kkk

де 2)/3][(2= −ksk  ([.]  — ціла частина числа).

Основні результати.
Теорема 3.  Умова ,0)( kaa∈  глобальної стійкості рівняння

(10) еквівалентна умові (13) теореми 1.

Доведення. Покладемо 11)(1)/2(=),1,,(
2

+++++Ω askssaaks .
Легко перевірити, що нерівність 1>),1,,( −Ω aks  еквівалентна не-
рівності ),(> skga , де ),( skg  означена в (13).

Щоб перевірити, що умова ,0)( kaa∈  теореми 2 еквівалентна
умові (13) теореми 1, досить показати, що 1),(=),(max 1,2= +τ kjj skgkg .
Для означених раніше чисел

( ) 1=)(=,11
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Розглянемо три випадки.
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1) Візьмемо всі числа 0,1,...,=1,3= llk +  тоді ( ) ,2=1
3
2= lksk ⎥⎦
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Відповідно 12=2 +τ l  і )1,(3=)1,(3 21 τ+τ+ lglg . Тому умова
,0)( kaa∈  еквівалентна нерівності 1)1,(3=)1,(3max> ++τ+ kjj slglga .

2) Візьмемо числа 0,1,...,=2,3= llk +  тоді ,2=2/3][2= llsk +
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оскільки
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У цьому випадку 12=)(=1 1 +τ+ lksk  і
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І тому умова ,0)( kaa∈  еквівалентна нерівності
1).2,(3=)2,(3max> ++τ+ kjj slglga

3) Візьмемо всі числа 3,3= +lk  тоді 1,2=4/3][2= ++ llsk
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У цьому випадку 22=)(=1 2 +τ+ lksk  і
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1220965

4=),(<
1726955

4=),(
2221
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−
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−
τ

lll
kg

lll
kg .

Тому умова ,0)( kaa∈  еквівалентна нерівності

1)3,(3=)3,(3max> ++τ+ kjj slglga .

Теорему доведено.
Розглянемо рівняння Ріккера (9) коли nt = , тобто час є вели-

чина дискретна

( )( )knnn xqxx −+ −γ+= exp1 , Zn∈ ,

де )1;0[∈q , .1>γ

Точка 0
1

ln
*
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−
γ

=
q

x  є єдиною нерухомою точкою рівнян-

ня (9).
За допомогою теорем 1 і 3 отримаємо умову глобальної асим-

птиточної стійкості даного рівняння. Для цього підстановкою

⎟
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⎜
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⎛
−= *ln

x

xy n
n перетворимо рівняння (9) в рівняння виду (10):
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Теорема 4. Якщо функція f  задовольняє умови (H), то кож-
ний розв’язок рівняння (14) прямує до 0 якщо
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розв’язок рівняння
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( )
γ

−=
qe

a
aexp . (15)

Доведення.
Знайдемо таке число 0<a  при якому функція )(yf  задовольняє

умови (H). Введемо в розгляд фунцію )()( yfayyg −=  та знайдемо
таке значення a  при якому рівняння 0)( =yg  має єдиний розв’язок
в точці 0=y . Це має місце коли функція )(yg  не має точок екстре-
муму, а саме є спадною, тобто 0)(' <yg , що є справедливим при ви-

конанні нерівності ( )tq
a
t exp1

γ
<−− , де ( )yxt −= exp

*
.

Позначимо ( ) 1exp)( ++
γ

=
a
ttqth  — відстань від функції експо-

ненти )exp(tqy
γ

=  до прямої 
a
ty −−= 1 , тоді дана відстань є міні-

мальною в точці ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ γ
−=

qa
t ln  і невід’ємною при виконанні нерів-

ності ( )
γ

−≥
qe

a
aexp , звідки можна отримати граничне значення

числа 0aa =  при якому виконуються умови (H).
Далі застосувавши теорему 1 отримаємо умову глобальної

асимптотичної стійкості рівняння Ріккера (9).
Теорему доведено.
Нарешті отримаємо умову глобальної стійкості моделі ділово-

го циклу рівняння Ріккера (9) при 3=k . Згідно умови, яку отри-
мали в теоремі 4 та пункту 3 в доведенні теореми 3 умова глоба-
льної стійкості має вигляд 1)3,(30 ++≥ kslga , де 0=l , 1=ks .
Число 0a , як і раніше, є розв’язком рівняння (15), яке можна

представити таким чином ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ γ
−=

qe
Wa0 , де )(xW  — функція Лам-

берта, яка визначається як обернена до функції )exp()( wwwy = .

Тобто маємо умову 
126

4
+

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ γ
qe

W , яке перепишеться наступ-
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ним чином ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
≤γ

−

126
41

qeW , звідки з означення функції Ламбе-

рта отримуємо умову глобальної стійкості рівняння (9)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++
≤γ< 1

126
4exp

126
41 q . (16)

Область глобальної стійкості знаходиться в верхньому право-
му куті наступного рисунка.

Рис. 1: Область глобальної стійкості рівняння Ріккера
в координатах );( γq

Використовуючи позначення ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−α=γ

*
)1(exp Yc  рівняння моделі

ділового циклу (7) для нерухомої точки 
)1(
)1ln(

1
00

c
q

c
CIIY

−α
−

−
−
++∆

=  з

нерівності (16) отримуємо наступну умову глобальної стійкості

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+

+
+≤++∆α< 1

126
4

126
4lnln0 00 qCII .

Висновки. В статті розглянуто динамічну модель ділового ци-
клу, побудовано різницеве рівняння з запізненням — рівняння Рік-
кера, яке описує дану модель. На основі отриманої умови глобаль-
ної стійкості побудовано область глобальної стійкості рівняння
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Ріккера, що дозволяє передбачати поведінку динамічної моделі
при всіх можливих параметрах, що описують дану модель.
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