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ДИНАМІКА РИЗИКУ СПІВІСНУВАННЯ ЛЕГАЛЬНОЇ Й ТІНЬОВОЇ ЕКОНОМІКИ  
ЗА ДОПОМОГОЮ ПЛОЩИННОЇ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ  

НЕЛІНІЙНОЇ ЕКОНОМІЧНОЇ ДИНАМІКИ

Коляда Ю.В., Семашко К.А.
Київський національний економічний університет імені Вадима Гетьмана

Використовуючи площинну динамічну модель, якою описується економічний стан суспільства, де співіснують офіційна 
і нелегальна економіка, отримано формулу для оцінки ризику співіснування легальної та тіньової економік. Результат 
може бути використаний для прогнозування у довільний момент часу t. Якість прогнозу залежить від коефіцієнтів 
математичної моделі, початкових умов і обсягу легальної економіки.
Ключові слова: Площинна динамічна модель, нелінійна динаміка, комп’ютерне моделювання, легальна і тіньова 
економіка, оперативне прогнозування.
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Вступ. У літературі [1,2] фігурують різнома-
нітні підходи щодо розв’язання проблеми 

економічного ризику. Здебільшого вони ґрунтують-
ся на економічній теорії рівноважного стану. Разом 
з тим вербалізовані передумови для вивчення ди-
наміки економічного ризику.

Реалії економічного життя свідчать про те, що 
у суспільстві з будь-яким устроєм завжди спосте-
рігаються офіційна або легальна (ЛЕ) і тіньова (ТЕ) 
економіка. Якщо вважати наступне: подія A відпо-
відає існуванню ЛЕ, а подія В – ТЕ, то маємо повну 
групу Ω={A B} подій, адже хоча б одна з них таки 
має місце [3]. Нехай обсяг ЛЕ чисельно описується 
величиною N

1
=N

1
(t) для моменту часу t, а для ТЕ 

відповідно N
2
=N

2
(t). Економічний стан суспільства 

загалом відображається сумою (N
1
+N

2
). Згідно кла-

сичних стохастичних уявлень ймовірність кожної 
події є 𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1

𝑁𝑁1+𝑁𝑁2
і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2

𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

 для моменту часу 
t. Володіючи числовими значеннями N

1
 і N

2
, мож-

на розрахувати ймовірність настання події А чи 
В. Отже, ризик настання ТЕ є числова міра P(B), 
змінювана з плином часу. Її можна зобразити на 

діаграмі в координатах tOP(B) – абсциса час t і ор-
дината ймовірність P(B).

Постановка задачі. Числові еквіваленти обся-
гів ЛЕ і ТЕ отримуються внаслідок комп’ютерного 
моделювання з використанням динамічної моделі. 
Але тоді графік змінюваності ймовірності P(B(t)) 
настання події В – явища ТЕ буде розташований 
в межах відрізка числового інтегрування. Доціль-
но такою оцінкою володіти для довільного моменту 
часу t.

Метою дослідження є встановити аналітичний 
розв’язок динамічної моделі взаємодії ЛЕ і ТЕ, що 
дозволить не лише прогнозувати обсяги офіційної й 
нелегальної економіки для довільного моменту часу 
t, але розрахувати числову міру P(B) настання по-
дії В і побудувати її графік з плином часу.

Результати дослідження. Динаміка процесу вза-
ємодії секторів офіційної й нелегальної економіки 
описується [4] системою двох нелінійних звичайних 
диференційних рівнянь

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

                  (1)

Келару И.А.
Черновицкий торгово-экономический институт 
Киевского национального торгово-экономического университета

МЕХАНИЗМ ВЗАИМООТНОШЕНИЙ МЕЖДУ ГОСУДАРСТВОМ 
И ТРАНСНАЦИОНАЛЬНЫМИ КОРПОРАЦИЯМИ

Аннотация
В статье рассмотрены инструменты влияния государства на деятельность ТНК; определены уровни принятия 
организационных мер в контексте оптимизации регулятивной системы Украины в сфере функционирования ТНК; 
предложены методы повышения результативности транснациональной деятельности.
Ключевые слова^ Транснациональные корпорации (ТНК), государство, инструменты влияния, микроуровень, ма-
кроуровень, механизм государственного содействия, модель «стратегического партнерства».
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Summary
The author analyzes tools of governmental control of TNC activities; defines levels of organizational measures aimed 
at optimizing the Ukrainian regulatory framework in the area of TNC operations; suggests methods to improve the 
performance of multinational activities.
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– точковою моделлю, де для зручності покладе-
но x

1
=N

1
(t) і x

2
=N

2
(t), коефіцієнти α і β відповідно 

описують зростання (зменшування) обсягів ЛЕ і ТЕ, 
коефіцієнти aq і bp описують ступінь взаємодії між 
складовими досліджуваного процесу, коефіцієнти 
ap і bq відповідають факторам пригнічування для 
кожної складової процесу взаємодії. 

Перше рівняння динамічної моделі (1) перепи-
сується

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

.

Потім воно інтегрується

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

.

Звідси випливає вираз

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

    (2)

де exp{A}=eA.
Аналогічним чином діючи над другим рівнянням 

динамічної моделі (1), приходимо до виразу

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

      (3)

Оскільки мають місце рівності:

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

і властивість eAZ=(eZ)A експоненційної функції, 
то виконується наступне:

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

З урахуванням вище отриманого вирази (2) і (3) 
переписуються відповідно:

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

       (2а)
аналогічно

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

       (3a)
Відношення двох останніх ((2а) і (3а)) виразів за-

писується

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

яке після алгебраїчних перетворень набуває вигляду

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

 де величина 

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},

 є

стала інтегрування. Остання рівність переписується 
так:

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑁𝑁1
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

і 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑁𝑁2
𝑁𝑁1+𝑁𝑁2

�𝑥𝑥1̇ = 𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥12

𝑥𝑥2̇ = 𝛽𝛽𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥22
 

𝑥𝑥1̇
𝑥𝑥1

= [𝛼𝛼 + 𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)] ⇔ 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1) = [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼].

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥1(𝑡𝑡) �𝑡𝑡0 = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

𝑥𝑥1(0)� = ∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 .

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {� [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0
,

exp{𝐴𝐴} = 𝑒𝑒𝐴𝐴.

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(0) ∙ exp {� [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑}
𝑡𝑡

0

∫ [𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛼𝛼]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑎𝑎 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼𝑡𝑡

0 𝑡𝑡;

∫ [𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2) + 𝛽𝛽]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = 𝑏𝑏 ∫ [(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡

0

𝑒𝑒𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 = (𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 )𝑎𝑎;

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝑏𝑏 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � = �𝑒𝑒∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 �
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(0) ∙ exp {𝑎𝑎 ∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 } ∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 ≡ 𝑥𝑥1(0) ∙ �exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 +𝑡𝑡

0

+𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑��
𝑎𝑎
∙ 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼;

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎� = �𝑥𝑥1(0)�

1 𝑎𝑎� ∙ exp �∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 � ∙ 𝑒𝑒

𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑡𝑡;

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏� = �𝑥𝑥2(0)�

1
𝑏𝑏� ∙ exp {∫ (𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0 } ∙ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑡𝑡.

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡)�
1 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2(𝑡𝑡)�
1
𝑏𝑏�

= �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�
∙ exp ��𝛼𝛼

𝑎𝑎
− 𝛽𝛽

𝑏𝑏
� 𝑡𝑡�,

𝑥𝑥1
1 𝑎𝑎�

𝑥𝑥2
1
𝑏𝑏�

= 𝐶𝐶 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �(𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡
𝑎𝑎𝑎𝑎

�,

𝐶𝐶 = �𝑥𝑥1(0)�
1 𝑎𝑎� ∙

�𝑥𝑥2(0)�
1
𝑏𝑏�

𝑥𝑥1𝑏𝑏

𝑥𝑥2𝑎𝑎
= 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑡𝑡},                  (4)

якщо її піднести до степеня ab. Відношення (4) спа-
дає до нуля для t→∞, коли виконується нерівність 
𝛼𝛼𝑏𝑏 < 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼

𝛽𝛽
< 𝑎𝑎

𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙ 𝐶𝐶𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛼𝛼 − 𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝛽𝛽� 𝑡𝑡�;

𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙ 𝐶𝐶−𝑏𝑏 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛽𝛽 − 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝛼𝛼� 𝑡𝑡�.

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� =
𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�

𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛼𝛼−𝑎𝑎𝑏𝑏𝛽𝛽�𝑡𝑡�+𝑥𝑥1

𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�
,

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎+𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��(𝛼𝛼𝛼𝛼−𝛽𝛽𝛽𝛽)(𝑎𝑎+𝑏𝑏)

𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝑡𝑡�+𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� �

.

𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏

� 𝑢𝑢1̇ = 𝑢𝑢1(1 − 𝑢𝑢1 − 𝜀𝜀1𝑢𝑢2)
𝑢𝑢2̇ = 𝛾𝛾𝛾𝛾2(1 − 𝑢𝑢2 − 𝜀𝜀2𝑢𝑢1),

𝑡𝑡 = 𝜏𝜏 𝛼𝛼⁄ ; 𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑢𝑢1; 𝑥𝑥2 = 𝛽𝛽

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑢𝑢2

𝜀𝜀1 = 𝛽𝛽
𝛼𝛼
∗ 𝑎𝑎
𝑏𝑏
; 𝛾𝛾 = 𝛽𝛽

𝛼𝛼
; 𝜀𝜀2 = 𝛼𝛼

𝛽𝛽
∗ 𝑏𝑏
𝑎𝑎
.

 

. За допомогою (4) записуються вира-
зи: обсягу ЛЕ

𝛼𝛼𝑏𝑏 < 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

< 𝑎𝑎
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙ 𝐶𝐶𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛼𝛼 − 𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝛽𝛽� 𝑡𝑡�;

𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙ 𝐶𝐶−𝑏𝑏 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛽𝛽 − 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝛼𝛼� 𝑡𝑡�.

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� =
𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�

𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛼𝛼−𝑎𝑎𝑏𝑏𝛽𝛽�𝑡𝑡�+𝑥𝑥1

𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�
,

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎+𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��(𝛼𝛼𝛼𝛼−𝛽𝛽𝛽𝛽)(𝑎𝑎+𝑏𝑏)

𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝑡𝑡�+𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� �

.

𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏

� 𝑢𝑢1̇ = 𝑢𝑢1(1 − 𝑢𝑢1 − 𝜀𝜀1𝑢𝑢2)
𝑢𝑢2̇ = 𝛾𝛾𝛾𝛾2(1 − 𝑢𝑢2 − 𝜀𝜀2𝑢𝑢1),

𝑡𝑡 = 𝜏𝜏 𝛼𝛼⁄ ; 𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑢𝑢1; 𝑥𝑥2 = 𝛽𝛽

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑢𝑢2

𝜀𝜀1 = 𝛽𝛽
𝛼𝛼
∗ 𝑎𝑎
𝑏𝑏
; 𝛾𝛾 = 𝛽𝛽

𝛼𝛼
; 𝜀𝜀2 = 𝛼𝛼

𝛽𝛽
∗ 𝑏𝑏
𝑎𝑎
.

 

і обсягу ТЕ

𝛼𝛼𝑏𝑏 < 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

< 𝑎𝑎
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙ 𝐶𝐶𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛼𝛼 − 𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝛽𝛽� 𝑡𝑡�;

𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙ 𝐶𝐶−𝑏𝑏 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛽𝛽 − 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝛼𝛼� 𝑡𝑡�.

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� =
𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�

𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛼𝛼−𝑎𝑎𝑏𝑏𝛽𝛽�𝑡𝑡�+𝑥𝑥1

𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�
,

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎+𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��(𝛼𝛼𝛼𝛼−𝛽𝛽𝛽𝛽)(𝑎𝑎+𝑏𝑏)

𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝑡𝑡�+𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� �

.

𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏

� 𝑢𝑢1̇ = 𝑢𝑢1(1 − 𝑢𝑢1 − 𝜀𝜀1𝑢𝑢2)
𝑢𝑢2̇ = 𝛾𝛾𝛾𝛾2(1 − 𝑢𝑢2 − 𝜀𝜀2𝑢𝑢1),

𝑡𝑡 = 𝜏𝜏 𝛼𝛼⁄ ; 𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑢𝑢1; 𝑥𝑥2 = 𝛽𝛽

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑢𝑢2

𝜀𝜀1 = 𝛽𝛽
𝛼𝛼
∗ 𝑎𝑎
𝑏𝑏
; 𝛾𝛾 = 𝛽𝛽

𝛼𝛼
; 𝜀𝜀2 = 𝛼𝛼

𝛽𝛽
∗ 𝑏𝑏
𝑎𝑎
.

 

Вони оцінюють обсяги легального і тіньового сек-
торів економіки, використовуючи динамічну модель 
(1).

Тоді ймовірність настання події В з плином часу 
записується формулою

𝛼𝛼𝑏𝑏 < 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

< 𝑎𝑎
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙ 𝐶𝐶𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛼𝛼 − 𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝛽𝛽� 𝑡𝑡�;

𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙ 𝐶𝐶−𝑏𝑏 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛽𝛽 − 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝛼𝛼� 𝑡𝑡�.

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� =
𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�

𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛼𝛼−𝑎𝑎𝑏𝑏𝛽𝛽�𝑡𝑡�+𝑥𝑥1

𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�
,

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎+𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��(𝛼𝛼𝛼𝛼−𝛽𝛽𝛽𝛽)(𝑎𝑎+𝑏𝑏)

𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝑡𝑡�+𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� �

.

𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏

� 𝑢𝑢1̇ = 𝑢𝑢1(1 − 𝑢𝑢1 − 𝜀𝜀1𝑢𝑢2)
𝑢𝑢2̇ = 𝛾𝛾𝛾𝛾2(1 − 𝑢𝑢2 − 𝜀𝜀2𝑢𝑢1),

𝑡𝑡 = 𝜏𝜏 𝛼𝛼⁄ ; 𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑢𝑢1; 𝑥𝑥2 = 𝛽𝛽

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑢𝑢2

𝜀𝜀1 = 𝛽𝛽
𝛼𝛼
∗ 𝑎𝑎
𝑏𝑏
; 𝛾𝛾 = 𝛽𝛽

𝛼𝛼
; 𝜀𝜀2 = 𝛼𝛼

𝛽𝛽
∗ 𝑏𝑏
𝑎𝑎
.

 

,

яка після очевидних алгебраїчних перетворень 
набуває вигляду

𝛼𝛼𝑏𝑏 < 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

< 𝑎𝑎
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙ 𝐶𝐶𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛼𝛼 − 𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝛽𝛽� 𝑡𝑡�;

𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙ 𝐶𝐶−𝑏𝑏 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛽𝛽 − 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝛼𝛼� 𝑡𝑡�.

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� =
𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�

𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛼𝛼−𝑎𝑎𝑏𝑏𝛽𝛽�𝑡𝑡�+𝑥𝑥1

𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�
,

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎+𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��(𝛼𝛼𝛼𝛼−𝛽𝛽𝛽𝛽)(𝑎𝑎+𝑏𝑏)

𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝑡𝑡�+𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� �

.

𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏

� 𝑢𝑢1̇ = 𝑢𝑢1(1 − 𝑢𝑢1 − 𝜀𝜀1𝑢𝑢2)
𝑢𝑢2̇ = 𝛾𝛾𝛾𝛾2(1 − 𝑢𝑢2 − 𝜀𝜀2𝑢𝑢1),

𝑡𝑡 = 𝜏𝜏 𝛼𝛼⁄ ; 𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑢𝑢1; 𝑥𝑥2 = 𝛽𝛽

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑢𝑢2

𝜀𝜀1 = 𝛽𝛽
𝛼𝛼
∗ 𝑎𝑎
𝑏𝑏
; 𝛾𝛾 = 𝛽𝛽

𝛼𝛼
; 𝜀𝜀2 = 𝛼𝛼

𝛽𝛽
∗ 𝑏𝑏
𝑎𝑎
.

 

.      (5)

Це аналітичний результат, його числові значен-
ня і характер поведінки кривої P(B(t)) цілком де-
термінується знаком виразу (αb-βa)<0 або навпаки. 
Для рівності 

𝛼𝛼𝑏𝑏 < 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

< 𝑎𝑎
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙ 𝐶𝐶𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛼𝛼 − 𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝛽𝛽� 𝑡𝑡�;

𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙ 𝐶𝐶−𝑏𝑏 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛽𝛽 − 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝛼𝛼� 𝑡𝑡�.

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� =
𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�

𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛼𝛼−𝑎𝑎𝑏𝑏𝛽𝛽�𝑡𝑡�+𝑥𝑥1

𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�
,

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎�

�𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎+𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��(𝛼𝛼𝛼𝛼−𝛽𝛽𝛽𝛽)(𝑎𝑎+𝑏𝑏)

𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝑡𝑡�+𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� �

.

𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏

� 𝑢𝑢1̇ = 𝑢𝑢1(1 − 𝑢𝑢1 − 𝜀𝜀1𝑢𝑢2)
𝑢𝑢2̇ = 𝛾𝛾𝛾𝛾2(1 − 𝑢𝑢2 − 𝜀𝜀2𝑢𝑢1),

𝑡𝑡 = 𝜏𝜏 𝛼𝛼⁄ ; 𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼
𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑢𝑢1; 𝑥𝑥2 = 𝛽𝛽

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑢𝑢2

𝜀𝜀1 = 𝛽𝛽
𝛼𝛼
∗ 𝑎𝑎
𝑏𝑏
; 𝛾𝛾 = 𝛽𝛽

𝛼𝛼
; 𝜀𝜀2 = 𝛼𝛼

𝛽𝛽
∗ 𝑏𝑏
𝑎𝑎
.

 

 вираз спрощується як у 
випадку t=0 – початкової (стартової) умови.

У процесі комп’ютерного моделювання коеволю-
ції ЛЕ і ТЕ можна здійснити апостеріорне обчис-
лення ймовірності настання події В. але для цього 
варто перейти до безрозмірної динамічної моделі

𝛼𝛼𝑏𝑏 < 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⇔ 𝛼𝛼
𝛽𝛽

< 𝑎𝑎
𝑏𝑏
.

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙ 𝐶𝐶𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛼𝛼 − 𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝛽𝛽� 𝑡𝑡�;

𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙ 𝐶𝐶−𝑏𝑏 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��𝛽𝛽 − 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝛼𝛼� 𝑡𝑡�.

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� =
𝑥𝑥1
𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�

𝑥𝑥2
𝑎𝑎
𝑏𝑏� ∙𝐶𝐶𝑎𝑎∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛼𝛼−𝑎𝑎𝑏𝑏𝛽𝛽�𝑡𝑡�+𝑥𝑥1

𝑏𝑏 𝑎𝑎� ∙𝐶𝐶−𝑏𝑏∙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒��𝛽𝛽−𝑏𝑏𝑎𝑎𝛼𝛼�𝑡𝑡�
,

𝑃𝑃�𝐵𝐵(𝑡𝑡)� = 𝑥𝑥1
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Очевидним чином виконується умова ε

1
•ε

2
=1.

Деякі результати обчислювального експеримен-
та, використовуючи динамічну модель (6) взаємодії 
ЛЕ і ТЕ, наводяться на рис. 1-3. 
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Рис. 1. а)                    Рис. 1. б)
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Рис. 3. а)                    Рис. 3. б)
Рис. 1-3. а) Інтегральні криві – залежність ЛЕ і ТЕ 
від часу (Zi,1 – час; Zi,2 – обсяг ЛЕ, Zi,3 – обсяг ТЕ);  

б) Фазовий портрет – залежність тіньової  
економіки від легальної

Висновки. Аналітичний результат (6) дозволяє: 
а) оперативно розрахувати обсяг тіньової економі-
ки у довільний момент часу; б) прогнозувати рівень 
тінізації економіки, який детермінується коефіці-
єнтами нелінійної динамічної моделі, стартовими 
умовами, ураховуючи сектор легальної економіки. 
Також, представлена формула (5) дає змогу про-
аналізувати динаміку ризику співіснування легаль-
ної та тіньової економік. 
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formulas are obtained for risk assessment coexistence of legal and shadow economies. The result can be used to predict 
at arbitrary time t. The quality of prediction depends on the coefficients of the mathematical model, initial conditions 
and scope of the legal economy.
Keywords: Plane dynamic model, nonlinear dynamics, computer modeling, legal and shadow economy, operational 
forecasting.
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БЕЗРОБІТТЯ НАСЕЛЕННЯ ЯК МАКРОЕКОНОМІЧНА ПРОБЛЕМА

Крамаренко К.М., Губарєв С.С.
Академія внутрішніх військ Міністерства внутрішніх справ України

Розглянуто основні макроекономічні причини безробіття в економіці. Проведено аналіз сучасних тенденцій рівня без-
робіття в Україні. Запропоновано заходи щодо забезпечення високого рівня зайнятості населення у відповідності до 
потреб економіки.
Ключові слова: безробіття, зайнятість, ефективна зайнятість, економічно активне населення, самозайнятість.

Постановка проблеми. В процесі динамічного 
розвитку ринкової економіки виникає одна з 

причин макроекономічної нестабільності – безробіття 
населення. Безробіття вважається, з одного боку, важ-
ливим стимулятором активності працюючого населен-
ня, а з іншого – великим суспільним лихом. Усі країни 
докладають багато зусиль до подолання безробіття, 
але жодній ще не вдалося ліквідувати його повністю.

Навіть у таких країнах з розвиненою соціаль-
но орієнтованою економікою, як Японія, Німеччина, 

США та інших, кількість безробітних, за різними да-
ними, досягала не менше 2,0 – 3,0 % загальної кіль-
кості працездатних. Узагалі ж експерти Міжнарод-
ної організації праці вважають, що в середньому в 
світі безробіття становитиме близько 10 % і повністю 
ліквідувати його не зможе жодна країна [1, с. 148].

Безробіття – явище не тільки економічне, хоча 
виникає воно у сфері економіки. Це дуже важли-
вий соціальний, психологічний та моральний фено-
мен, що пов'язаний з політикою держави [2, с. 425]. 
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