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ти часу, в які функція чутливості першого порядку більше і фун-
кція чутливості другого порядку менше (або де відношення цих
величин порівняно). Виходячи з нашого аналізу за допомогою
моделі популяції, ми пропонуємо використовувати функції чут-
ливості першого та другого порядків як оптимальний інструмент
конструювання оцінок.
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АНОТАЦІЯ. Стаття присвячена побудові розв’язків диференціальних рів-
нянь, що описують закони розподілу ймовірностей зростання і падіння
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Вступ. У роботі [1] була запропонована модель зміни вартості
активів деякого емітента на фондовому ринку у вигляді диферен-
ціальних рівнянь, що містять запізнення і описують імовірності
розподілу зростання і падіння цін активів:
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з початковими умовами )()( ttp ϕ≡ , )(
0

tp ν≡ξ , 0<<τ− t , де

+− µ
1,

µ
1  — середній інтервал часу падіння, зростання ціни активу

відповідно; +− λλ , — середня кількість падінь і зростань ціни ак-
тиву відповідно за одиницю часу;

)(tp
−ξ — ймовірність того, що в момент часу t  відбувається

падіння ціни активу, тобто 1−=ξ ; )(tp +ξ  — ймовірність того, що
в момент часу t відбувається зростання ціни активу, тобто 1=ξ ;
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tpξ  — ймовірність того, що в момент часу t  ціна активу не
змінюється, тобто .0=ξ

Враховуючи, що )(
0

tpξ  = 1 – ( )(tp +ξ + )(tp
−ξ ), і (2), після від-

повідних перетворень, рівняння (1) прийме вигляд:

)()()()()( tptp
dt

tdp
+−+− λ+λ+τ−λ+λ−= , (3)

з початковими умовами )()( ttp ϕ≡ , 0<<τ− t . Але для того, щоб
побудувати розв’язки рівняння (3), які з економічної точки зору
дають можливість зрозуміти динаміку ціни активу, необхідно по-
будувати початкову функцію )(tϕ , яка дає динаміку активу в ін-
тервалі часу, до заданого початкового моменту t .

У роботі [2] для наукової актуальності і практичної значимос-
ті вдосконалення індикаторів стану фондового ринку, було за-
пропоновано виділяти тренд і періодичні коливання в динаміці
цін на ринку акцій через аналітичні функції. Для виявлення дов-
гострокової тенденції — це сплайн:
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Функція (4) неперервна функція разом зі своїми −− )1(l ми по-
хідними, у яких похідна порядку l  постійна на інтервалах між
заданими точками — «вузлами» (кількість їх m ). Іншими слова-
ми, )(xSl  представляє собою множину поліномів, які гладко
«склеєні» в точках, які називають «вузлами» і кількість яких до-
рівнює m , а )(xPl  — це поліном степені l , а для оцінки коротко-
строкових рухів ринку — рівняння періодичних коливань, які бу-
дуються розкладанням комплексного циклічного часового ряду
на кілька основних синусоїдальних функцій з відповідною дов-
жиною хвиль у формі:

∑
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де 
q

k
k

π=ε 2  — кругова частота в радіанах за одиницю часу,

kk ba , — коефіцієнти при різних частотах, які обчислені методом
найменших квадратів з урахуванням того, що синуси і косинуси
різних частот не корельовано один з одним. При цьому малися на
увазі такі переваги згладжування цінової динаміки фондового
ринку сплайн-функцієй відносно традиційного ковзного серед-
нього, як імовірно точне відображення ринкової тенденції і лікві-
дація відставання на половину періоду від цінового ряду. Разом з
цим, наявність достатньо тісного зв’язку в (5) деяких синусів і
косинусів с початковими даними, що дає можливість зробити ви-
сновок, що в них на відповідній частоті існує строга періодич-
ність, яка визначається як:

2
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де kP — значення періодограми на частоті kε , а N — довжина ря-
ду. Урахування цієї періодичності дає можливість підвищити точ-
ність уявлень про цінову динаміку.

Саме підхід, який виражається (4), (5) і (6) і буде алгоритмом
побудови початкової функції )()( ttp ϕ≡ , 0<<τ− t .

У роботі [3] показано, що отримання інтегрального представ-
лення розв’язку задачі Коші системи, що описується системою
лінійних диференціальних рівнянь виду:

( ) )()( tftBptp +τ−=
•

,  ( ) nRtp ∈ , 0≥t , 0>τ , const=τ , (7)
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де ),()( ttp ϕ≡  ,0≤≤τ− t  може бути подано у вигляді:
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де Bteτ  — матрична функція, названа запізнюючим експоненціа-
лом і яка має наступний вигляд:
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полінома степені k  на проміжках τ≤<τ− ktk )1(  і «склеєного» в
вузлах ,...2,1,0, =τ= kkt , де θ , I  — нульова і одинична матриця
відповідно.

Розглянемо систему диференціальних рівнянь виду:

( ) )()()( tbutBptAptp +τ−+=
•

, ( ) nRtp ∈ , 0≥t , 0>τ , const=τ , (10)

де ),()( ttp ϕ≡  ,0≤≤τ− t  і для яких виконується умова перестано-
вочності квадратних матриць: BA,

BAAB = . (11)

Для системи (10) вдається отримати розв’язок задачі Коші в
интегральній формі при умові (11).При цьому використовується
підстановка Ейлера tetp Λ=)(  і розв’язок (8) системи (7).

2. Інтегральне подання однорідної системи лінійних дифе-
ренціальних рівнянь зі сталим запізненням

У загальному випадку рівняння (3) є складовою системи лі-
нійних диференціальних рівнянь, яка описує структуру динаміки
зміни активів фондового ринку в цілому. Це істотно, так як на
фондовому ринку представлені емітенти, які економічно пов’я-
зані між собою, так як вартість активу одного емітента залежить
від вартості активу іншого. Наприклад, вартість продукції емітен-
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та, що виробляє сільськогосподарську продукцію, залежить від
вартості палива емітента, що його виробляє, або вартість обліга-
ції з фіксованою дохідністю, яку емітує країна, що розвивається,
залежить від політичної стабільності цієї країни і наявності емі-
тентів, які мають економічні зв’язки з цією країною і т. д. Тому
для отримання розв’язку рівняння (3) отримаємо спочатку за-
гальний розв’язок, коли замість рівняння ми маємо систему рів-
нянь.

Розглянемо систему (10), для якої виконується умова (11). Не-
хай початкові умови мають вигляд: ),()( ttp ϕ≡ 0≤≤τ− t . Покаже-
мо, що розв’язок задачі Коші для системи (10) може бути отри-
мано в інтегральному вигляді з використанням інтегрального
представлення (8) для системи (7) і матричного експоненціала
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nAt . (12)

Лема 1. Для матричного експоненціала Ate  справедлива за-
лежність:

τ−τ− = AAttA eee )( . (13)

Доведення. Разкладемо Ate  у ряд Тейлора в околі точки τ=0t .
Отримаємо:
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де I  — одинична матриця. Оскільки [4, с. 112] 1)( −− = ττ AA ee , то,
помноживши почленно останню рівність справа на τ−Ae , отрима-
ємо твердження леми 1.

Лема 2. Нехай матриці A і B перестановочні, тобто задо-
вольняють умові (11). Тоді, справедливе співвідношення:
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,AtAt BeBe = 0≥t .  (14)

Доведення. Як випливає з означення матричного експоненціа-
ла і умови перестановочності (11), справедливо співвідношення:
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Лема доведена.
Розглянемо однорідну систему

( ) )()( τ−+=
•

tBptAptp ,  ( ) nRtp ∈ , 0≥t , 0>τ , const=τ , (15)

для якої виконуються початкові умови ),()( ttp ϕ≡ 0≤≤τ− t і для
матриць BA,  виконується умова (11).

Теорема 1. Розв’язок )(tp системи (15), де )(tϕ  — довільна
непрервно-диференційована векторна функція, може бути
представлен у вигляді:

[ ]dssAseeeetp stBstAtAtB ∫
τ−

τ
−τ−−τ+

τ ϕ−ϕ′+τ−ϕ=
0

)()()( )()()()( 11 , (16)

де τ−= ABeB1 .
Доведення. Розв’язок системи (15) будемо шукати у вигляді:

)()( tyetp At= . (17)

Продиференцірював обидві частини рівності (17) і підставив-
ши результат у ліву частину рівняння (15), а в праву частину під-
ставивши (17), отримаємо:

)()( τ−= −•
tyeBetye AtAtAt . (18)

Так як AtAt ee −− =1)(  [4, с. 112], то систему (15) можна перепи-
сати у вигляді:

)()( τ−= τ−−•
tyeBeety AAtAt . (19)
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Так як для матриць BA,  виконується умова (11), то згідно ле-
мі 1 і лемі 2 систему (19) можна переписати у вигляді:

)()( τ−= τ−•
tyBety A . (20)

Так як )()( ttp ϕ≡  при 0≤≤τ− t , то )()( tety Atϕ≡ −  при 0≤≤− tτ .
Тоді розв’язок (8) для системи (15) прийме вид:

[ ]dssAseeeety AsstBeAtBe AA

∫
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τ

−τ−τ
τ ϕ−ϕ′+τ−ϕ=

τ−τ− 0
)( )()()()( .

Ввівши позначення τ−= ABeB1 , і з урахуванням леми 2, отри-
маємо:

[ ]dssAseeeety AsstBAtB ∫
τ−

−
τ

−τ−τ
τ ϕ−ϕ′+τ−ϕ=

0
)( )()()()( 11 . (21)

Підставивши (21) в (17), отримаємо (16). Теорема доведена.
3. Інтегральне подання розв»язку задачі Коші лінійного ди-

ференціального рівняння що описує зміни вартості активу
одного емітента. Якщо розглядати скалярне рівняння (3), що
моделює зміни вартості активу деякого одного емітента на фон-
довому ринку, то система (15) переходить у скалярне рівняння:

)()()( τ−λ−λ= tptp
dt

tdp , ( ) 1Rtp ∈ , 0≥t , 0>τ ,
const=τ , R∈λλ +− , , +− λ+λ=λ ,

а значить, умова (11) виконується завжди. Значить, розв’язок за-
дачі Коші рівняння (22) з початковими умовами )()( ttp ϕ≡ ,
при 0≤≤− tτ , завжди можна представити у вигляді:

[ ]dssseeeetp stbstttb ∫
τ−

τ
−τ−−λτ+λ

τ λϕ−ϕ′+τ−ϕ=
0

)()()( )()()()( 11 , (23)

де λτ−λ= eb1 .
Використовуючи рівняння (23), а також метод ковзного серед-

нього і сплайна з осцилятором, статистичні дані РАТ ЕЕС (Росій-

(22)
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ського акціонерного товариства Едині енергетичні системи)
отримано закон розподілу ймовірностей вартості акції на фондо-
вому ринку (рис. 1).

Рис.1. Графік динаміки цін акцій РАТ ЕЕС

Висновок. У роботі побудовано розв’язки диференціальних
рівнянь, що описують закони розподілу ймовірностей зростання і
падіння цін активів на фондовому ринку
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